Institut Joan Ramon Benaprés Departament de Matematiques

Sistemes d’equacions

Escriviu en forma matricial els sistemes segiients:

r+y—z=1 r—y+z—t=2
‘ 20+ 2z=-1 (b) S3y+t=1
(2) r—y+z2=2 204+y—1t=0
2y —2z=0

Escriviu en la forma habitual aquests sistemes:

G- e e[

Resoleu els segiients sistemes d’equacions:

2z + 5y =16 r+y—z=1 20 —3y+2=0
(a) Sz +3y — 22 =2 (d) ¢3z+2y+2=1 (g) ¢3z—y=0
r+z=4 hx+3y+3z2=1 dr4+y—2=0
r+2z=11
r+y=3
3x+2y+z=1 T+2y+2=3 (h) Y )
(e) y+z=13
(b) {bzx+3y+32=3 20 —y+z=-1 oyt =10
T+y+z2=0 rTyTmEs
T—3y—z=-—1
—r+4+2y—z=1 Q) r+5y+3z=3
i
(c 20—y =717 (f) S2x —4y+22=3 r+y+z=1
5 + 3y = —17 r+y+z=2 3r+T7y+5z=2>5
Discutiu els segiients sistemes d’equacions:
T+y+z=3 r+y+z=3
(a) Rz +y—2=3 (b) 2z —y+2=2
z=0 r—y+z=1

En una gelateria determinada, per una copa de la casa, dues orxates i quatre batuts et cobren 34 € un dia. Un
altre dia, per 4 copes de la casa i 4 orxates et cobren 44 €, i un tercer dia, et demanen 26 € per una orxata i
quatre batuts. Calculeu i raoneu tot el que es pugui d’aquest problema.

@ Dos amics inverteixen 20.000 € cada un. El primer col-loca una quantitat A al 4 % d’interés, una quantitat B
al 5 % ilaresta al 6 %. L’altre inverteix la mateixa quantitat A al 5%, la B al 6 % i la resta al 4 %. Determineu
les quantitats A, B i C sabent que el primer obté uns interessos de 1.050 € i el segon de 950 €.

Un caixer automatic conté 95 bitllets de 10, 20 1 50 € i un total de 2.000 €. Si el nombre de bitllets de 10 € és
el doble que el nombre de bitllets de 20 €, descobreix quants bitllets hi ha de cada tipus.

Una botiga ha venut 600 exemplars d’un videojoc per un total de 6.384 €. El preu original era de 12 €, pero
també han venut copies defectuoses amb descomptes del 30 % i del 40 %. Si sabem que el nombre de copies
defectuoses venudes va ésser la meitat del de les copies en bon estat, calculeu a quantes copies se li va aplicar
el 30 % de descompte.

@ Es disposa de tres caixes A, B i C amb monedes d’1 euro. Se sap que en total hi ha 36 euros. El nombre de
monedes de A excedeix en 2 la suma de les monedes de les altres dues caixes. Si es trasllada 1 moneda de la
caixa B a la caixa A, aquesta tindra el doble de monedes que B. Esbrineu quantes monedes hi havia en cada
caixa.
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Un especulador adquireix 3 objectes d’art per un preu total de 2 milions d’euros. Si els ven, espera obtenir uns
guanys del 20 %, del 50 % i del 25 %, respectivament, amb la qual cosa el seu benefici total seria de 600.000
€. Perd n’aconsegueix més, perqué amb la venda obté guanys del 80 %, del 90 % i del 85 %, respectivament,
la qual cosa li déna un benefici total d’1,7 milions d’euros. Quant li va costar cada objecte?

Una empresa disposa de 27.200 € per a activitats de formacié dels seus cent empleats. Després d’estudiar les
necessitats dels empleats, s’ha decidit d’organitzar tres cursos: A, B i C. La subvencié per persona per al curs
A és de 400 €, per al curs B és de 160 €, i de 200 € per al C. Si la quantitat de diners que es dedica al curs
A és cince vegades major que la corresponent al B, quants empleats segueixen el curs?

Tres amics acorden jugar tres partides de daus de manera que, quan un perdi, donara a cada un dels altres dos
una quantitat igual a la que cada un posseeixi en aquell moment. Cada un va perdre una partida, i al final
cada un tenia 24 €. Quant tenia cada jugador en comencgar?

Un joier té tres classes de monedes: A, B i C. Les monedes de tipus A tenen 2 grams d’or, 4 grams de plata
i 14 grams de coure; les de tipus B tenen 6 grams d’or, 4 grams de plata i 10 grams de coure; i les de tipus
C tenen 8 grams d’or, 6 grams de plata i 6 grams de coure. Quantes monedes de cada tipus ha de fondre per
obtenir 44 grams d’or, 44 grams de plata i 112 grams de coure?

Un fabricant produeix 42 electrodomestics. La fabrica abasta 3 botigues, que demanden tota la produccié. En
una certa setmana, la primera botiga va sol-licitar tantes unitats com la segona i tercera juntes, mentre que la
segona va demanar un 20 % més que la suma de la meitat d’alld que ha demanat la primera, més la tercera
part del que ha demanat la tercera. Quina quantitat va sol-licitar cada una?

Es barregen 60 litres de vi blanc amb 20 litres de vi negre i s’obté un vi de 10 graus (1020 litres de blanc amb
60 litres de negre, s’obté un vi d’11 graus. Quina graduacié tindra una barreja de 40 litres de vi blanc i 40 litres
de vi negre?

Una ovella, una cabra i un vedell valen junts, 870 €. Pel preu d’un vedell, podem comprar 4 ovelles. A més,
sabem que 5 ovelles i una cabra valen 620 €. Calcula el preu de cada animal i explica’n els resultats.

Considereu el sistema d’equacions:
20 -2y —z =4
T+ 2y —2z=-1
r—z=1
(a) Hi ha una soluci6 en que y sigui igual a 07

(b) Resoleu el sistema.

Es pot aconseguir que un sistema compatible indeterminat de 2 equacions amb 2 incognites sigui incompatible
si li afegim una altra equaci6?

Si a un sistema incompatible de 2 equacions amb 2 incognites li afegim una altra equacid, podriem aconseguir
que fos compatible indeterminat? I determinat? Justifica les respostes.

Discuteix els segiients sistemes d’equacions segons el valor del parametre:

r—y—z=k x—2y+z=1 mz+ (m+1)z=m z—2y=4
(a) sz —y+22=1 (¢c) $mrt+y—2=1 () Smy+z=m (g) 4z —3y=a
2r4+y+kz=0 3r4+4y —22z=-3 y+mz=m 2r+y=>5
z+y—2=0 3z4+2y+az=1 20 +my +4z =2 —3z+4ay=1
(b) Sz +3y+2=0 (d) <5z +3y+32=2 (f) Smx+2y+62=0 (h) <224+y=0
3r+ay+4z=0 r+y—z=1 20 4+my+6z2=m—1 ar — 2ay = —1

Discutiu els segiients sistemes d’equacions i, en cas que sigui compatible, trobeu-ne la solucio:
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20—y =4 2z4+y—2=1 r+2y=3 T—y—2z=2
(a) ¢ —x+y/2=-2 (b) Sz —2y+2=3 (¢) 2z —y=1 (@) 2r4+y+32=1
x4+ ky=2 5T — by +2z2=m dr 4+ 3y =m 3r+2=3
r+2y+5z=m

Quins valors ha de prendre a perque el sistema d’equacions lineals que apareix a continuacié sigui incompatible?

x4+ (a—1ly+z=1
3x+ay+az=3

I per tal que sigui compatible?

20 +ay +z =2
Donat el sistema ¢ x 4+ ay = a es demana:
—y+az=0

(a) Discutiu el sistema en funcié del parametre a.

(b) Resoleu-lo quan sigui compatible indeterminat.

2z —ay +az =a—2
Considereu el sistema § 2z +y + (a+ 1)z =a+1
—2x+ay—2z=0
(a) Hi ha cap valor del parametre a per al qual el sistema tingui infinites solucions? En cas afirmatiu,
determineu-les.
(b) Per a quins valor sdel parametre a el sistema té una tinica soluci?

(c) Hi ha cap valor del parametre a per al qual I"inica solucié del sistema compleixi y = 2? En cas afirmatiu,
trobeu la solucié.

Solucions

(a) z=-2,y=4,z= (d) z==1=-3Ny=24+4\2=A(g) z=A\y=3\2="T7\
_3 _1 13\ 7\ 3 y—6 2=
(b)x—i,y——Q,z—E (e) = = Y= 2= (h)y a=-3,y=6,2=7
@ ooty o RS TS S S
Or=17Y =1 (f) No té solucié DT= 5 Y= 5 2=
(a) Sistema compatible indeterminat (b) Sistema compatible determinat

De la quantitat A i de la B han invertit 5.000 € a cadascuna, mentre que de la quantitat C' n’han invertit
10.000 €.

Té 50 bitllets de 10 €, 25 bitllets de 20 € i 20 bitllets de 50 €.
@ Ha venut 400 exemplars a preu normal, 120 amb el 30 % de descompte i 80 de la resta.
@ La caixa A contenia 19 monedes, la B 11ila C 6.

Dos dels objectes li van costar mig milié d’euros cadascun i ’altre un milié d’euros.

El curs A disposa de 40 places, igual que el C. El B en disposa de 20.
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El que perd la primera partida té al comengar 39 €, el segon que perd tenia al comencar 21 € i laltre va
comengar amb 12 €.

5 monedes del tipus A, 3 monedes del tipus B i 2 monedes del tipus C.
La primera botiga ha demanat 21 electrodomestics, la segona 15 i la tercera 6.
Tindra una graduacié de 10,5 graus.

Déna un sistema incompatible i, per tant, amb aquest enunciat no es pot trobar cap solucio.

(a) Si: x=3,y=0, z=2.
A—3

(b) Té infinites solucions: =z =\, y = — 2= A—1.

Per tot k real el sistema és compatible determinat.
Per tot a # 10 el sistema és compatible determinat. Si a = 10 el sistema és compatible indeterminat.
¢) Per tot m real el sistema és compatible determinat.

Si a =1 el sistema és incompatible. Si a # 1 el sistema és compatible determinat.

Sim =006 m =1 el sistema és compatible indeterminat. Si m = —1 el sistema és incompatible. En la
resta de casos el sistema és compatible determinat.

(f) Sim =26 m = —2 el sistema és incompatible. En la resta de casos el sistema és compatible determinat.
(g) Sia =13 el sistema és compatible determinat. Si a # 13 el sistema és incompatible.
(h) El sistema sempre és compatible determinat.

1 A
(a) Sik= —3 el sistema és compatible indeterminat i les seves infinites solucions sén: x = 2 + 5= A. Si

k # —3 el sistema és compatible determinat i la seva unica solucié és: x =2, y = 0.

(b) Sim # 10 el sistema és incompatible. Si m = 10 el sistema és compatible indeterminat i les seves infinites
A+5 3A-5

solucions sén: x = 5 Y o z=A
(c) El sistema és compatible determinat si m = 7 i la seva tnica soluci6 és ¢ =y = 1. Si m # 7 el sistema és
incompatible.
. . S . . . o . . 3—-A
(d) El sistema és compatible indeterminat si m = —1 i les seves infinites solucions sén: =z = —3 y =
347X
— L 2= A
3

Fl sistema és sempre compatible, no depen del valor de a.

(a) Sia =1 el sistema és compatible indeterminat. Si a = —1 el sistema és incompatible. Sia # 1ia # —1
el sistema és compatible determinat.
2

— 2
(b) Sia#11ia+# —1 el sistema és compatible determinat i les seves solucions sén: = = a4 +al LY = fl i
a a
2
Ca+ 1

Si a =1 el sistema és compatible indeterminat i les seves solucions sén: x =1 -\, y=Aiz= A\

(a) a =21 les solucions del sistema, en aquest cas, sén: £ =8\ —6,y =Aiz=3—3A\.
(b) El sistema té solucié unica per a a # 2.

(c) Si, cal que a =1 i la solucié sera (—1/2,1,1).
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Selectivitat: Sistemes d’equacions

Considereu el sistema d’equacions lineals segiients, que depen del parametre real &:

r+3y+2z=-1
x4+ k?y 43z =2k
34+ Ty+72=k—-3

(a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.

(b) Resoleu el sistema per al cas k = —1.
Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real a:

ar + Ty +5z=0
r+ay+z2=3
y+z=-2

(a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.

(b) Resoleu el sistema per al cas a = 2.

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real a:

TH+y+z=3
rty—z=1
2z 4+ ay = 2a

(a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.

(b) Resoleu el sistema per al cas a = 1.

6xr+3y+22=5
Considereu el sistema d’equacions lineals ¢ 3z +4y + 62 =3 , peram € R.
T+3y+2z=m

(a) Explique raonadament que per a qualsevol valor del parametre m el sistema té una tnica solucié.

(b) Resoleu el sistema i trobeu Uexpressié general del punt solucié.
Considereu el sistema d’equacions lineals, que depen del parametre \:

A+y—2z2=0
y+2z=10
2 \x —y + 5z =30

(a) Estudieu per a quins valors del parametre A el sistema és incompatible.

(b) Resoleu el sistema per al cas A = 1.

Sabem que el sistema d’equacions lineals segiients té una tinica solucié:

Tz+ay=1
z4+az=1
y+z=a

(a) Comproveu que a # 0.

(b) Trobeu la solucié del sistema en funcié del parametre a.
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Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

r+y+z=3
z+y—z=1
2z 4+ ay = 2a

(a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre real a.

(b) Resoleu el sistema per al cas a = 2.
Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

r—y+z2=0
2r+kz=1
z+(k+1)y+z=k —4

en que k és un parametre real.
(a) Discutiu el sistema per als diferents valors de k.
(b) Resoleu el sistema per al cas k = —2.
Tres nombres z, y i z, compleixen dues condicions: que el primer és la suma dels altres dos i que el segon és la
suma de la meitat del primer i el doble del tercer.
(a) Comproveu que el calcul dels tres nombres x, y i z, té una infinitat de solucions.
(b) Trobeu una expressié general de les solucions.

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

20 +4y+4z =4k -7
2¢ —ky = —1
—2r=k+1

(a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre real k.

(b) Resoleu el sistema per al cas k = 0.

1 1 2 z by
Considereu el sistema d’equacions lineals -4 -1 -5 y = ba |. Expliqueu raonadament si
3 1 4 z b3
les afirmacions segiients sén vertaderes o falses:
bl 0 xr 0
(a) Si| be 0 |, el sistema és compatible determinat i la soluciéés [ y | = 0
b3 0 z 0
by 1
(b)y Si| b2 | = 1 |, el sistema és compatible indeterminat.
bs 1

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

—3z4+2y+32=0
(a—2)y—32=0
—x—y+(-a—3)z2=0

(a) Calculeu per a quins valors del parametre a el sistema té més d’una solucié.

(b) Resoleu el sistema per al cas a = —3.
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rT—2y—z=0
Considereu el sistema d’equacions ¢ —mxz + 3y + 2z =0 , en que m és un parametre real.
T+y=4

(a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre m.

(b) Resoleu el sistema per a m = 1.

1 a a?
Considereu la matriu M = | 1 a+1 (a+1)%2 |,peraacR.
1 a—1 (a—1)2
(a) Calculeu el rang de la matriu M en funcié dels valors del parametre a.

(b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals

T 1
M - Y = 1 ,
z 1

segons els valors del parametre a.

Responeu a les qiiestions segiients:

(a) Discutiu el sistema d’equacions lineals

(k—1Dy+ (k> -1)2=0
(k+Dzx—y—T2=1
T+y+z2=0

en funcié dels valors de k

(b) Resoleu el sistema per a k = 1.

mr—y=m

,peram € R.
3z + (m—4)y=m+2

Considereu el sistema d’equacions lineals {

(a) Discutiu el sistema d’equacions per als diferents valors del parametre m.

(b) Resoleu el sistema en aquells casos en que el sistema sigui compatible.
Sabem que el vector (2,1, —1) és una solucié del sistema

ar+by+cz=a+c
br—y+bz=a—-b—-c
cx—by+2z2=5>

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.

La matriu de coeficients d’un sistema d’equacions lineals homogeni és:

-1 2 3
A= 2 1-a 0
4 1 2a + 2
(a) Per a quins valors del parametre a el sistema té una sola solucié? Quina és aquesta solucié unica?

(b) Resoleu el sistema si a = 2.
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Solucions
(a) Sik =1 el sistema és incompatible; si K = —1 el sistemea és compatible indeterminat; en la resta de casos

el sistema ¢és compatible determinat.
b) z=1-7TA\y=A z=2\—1,amb A e R.

H

2 (a) Sia =2 el sistema és compatible indeterminat; si a = —1 el sistema és incompatible; en la resta de casos

el sistema és compatible determinat.

b)) z=A+T7T,y=-A—-2,z=X amb A e R.
(a) Sia =2 el sistema és compatible indeterminat; si a # 2 el sistema és compatible determinat.

(b)) z2=0,y=2,z=1
(a)

5— 3m —3 4 —3n
(b) L'nica solucié de cada sistema és: x = 2 m, Y= m ,Z= m
5 5 10
(a) A=0o0A=-1 (b)) z=2,y=4,2=06
[30] (a) _2-d _a _a
(b)l‘— 9 7y_27z_2

H
—

(a) Sia =2 el sistema ¢és compatible indeterminat; si a # 2 el sistema és compatible determinat.
(b)y z2=2-Xy=Az=1,amb A eR.

(a) Sik =2 el sistema és incompatible; si kK = —2 el sistema és compatible indeterminat; en la resta de casos
el sistema és compatible determinat.
220 +1 AIA+1
(b) = + LY = + ,z=M\, amb A € R.
2 2
(a) (b) z=06X, y =5\ z=X\ amb A € R.
(a) Sik =0 el sistema és compatible indeterminat; si k # 0 el sistema és compatible determinat.
1 644X
b) 2= -2, y=—2FT20 N amb AeR.
2 4
_ _ 3\ 3\
() a=loa=-3 (b)a:zz,yz—?,zz)\,amb)\eR.

!

3 a) Sim = 0 el sistema és incompatible; si m # 0 el sistema és compatible determinat.
T

)
b)) x=4,y=0,z=4
)

w
Qo

a) El rang val 3 per a tot a € R.

b) El sistema és compatible determinat per a tot a € R.

(
(
(
(
(

a) Si k =1 el sistema és compatible indeterminat; si k = —3/2 el sistema és incompatible; en la resta de
casos el sistema és compatible determinat.
6A+1 122 +1
(b) z = g— Yy =— 6+ ,z=A\,amb A € R.

40| (a) Sim =1 el sistema és compatible indeterminat; si m = 3 el sistema és incompatible; en la resta de casos
el sistema és compatible determinat.

-2
(b) Cas m =1, aleshoresz = A+ 1,y =X casm #11im#3, aleshoresxzz_g,yz

[41] a=3,b=1,¢=2

(a) Sia# —41a# 2 aleshores el sistema té una tnica solucié i aquesta soluci6 és: z =y =z = 0.
(b)) x=X\y=2\2z=—-\ amb A e R.

m—3
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