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Bases
Motivacié de les bases

En la seccié anterior ja hem explicat que un conjunt de vectors formen una base d’un cert espai
quan es compleixen dues coses: els vectors sén linealment independents (no ens sobren vectors per
generar l’espai) i generen l'espai (no ens falten vectors per generar l’espai). Ja veieu si sén importants
i com de bé s’ajusten als espais vectorials.

Qualsevol vector, encara que no ho sembli té una base amagada al darrera. Veiem-ho amb un
exemple. Fixeu-vos en aquests dos grafics:
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Volem construir un vector w. Si us fixeu o és identic en els dos grafics. La diferencia és que per
construir-lo hem fet servir dos sistemes de referencia diferents, dues bases diferents. La base que
tenen al darrera és {u, '}, diferent en cada grafic.

Imaginem que li encarreguem la feina a dues persones diferents: El Joan ens dibuixara la grafica
de l'esquerra i el Pere la de la dreta. Aquestes dues persones tenen una caixa amb dues eines {@, 0},
la base, diferent per cadascun d’ells. Pero volen construir el mateix! Quines instruccions donarem
a cadascu per construir w?

e Joan: allarga el vector @ 3 vegades, el vector ¥ 2 vegades i suma’ls.

e Pere: allarga el vector @ 1 vegada (és a dir, deixa’l igual), el vector ¥ 1 vegada i suma’ls.

Doncs bé, matematicament les instruccions haurien pogut ser aquestes:

e Joan: coustrueix el vector w = (3,2) en la teva base. Es a dir, amb les teves eines {u, v} fes
w=3-u+2-0

e Pere: construeix el vector @ = (1,1) en la teva base. Es a dir, amb les teves eines {u, v} fes
w=1-u+1-7.
I tots dos acaben dibuixant el mateix.

Notacio 1 definicions

En les grafiques anteriors el Joan ha fet servir la base @ = (1,0) i ¥ = (0,1). Aquesta és la base
més senzilla que hi ha, els dos vectors sén perpendiculars i unitaris (de longitud 1) i s’anomena base
canonica. El nom més habitual no és @ i ¢ siné &, = (1,0) i 2, = (0, 1).

El Pere ha fet servir una base {u, ¥} no canonica, perd els dos vectors de la seva base segueixen
sent ortogonals (perpendiculars), del contrari li haurfem complicat molt més la vida.

Aleshores les instruccions haurien pogut ser:
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o Joan: W= (3,2)z,z =3-€1+2-¢

e Pere: = (1,1)gg=1-u+1-7.

Quan es tracta de la base canonica, al ser la més usada,no ens cal especificar la base (pero no
oblidem que esta al darrera del vector): @ = (3,2)z z = (3,2)

No oblidem mai que els vectors que formen la base han de ser independents i generadors. I d’aixo
se’n deduiria el segiient resultat: per un espai de dimensié 2 (el pla, com en els exemples anteriors)
necessitem una base formada per 2 vectors (independents i generadors) i, en general, per un espai
de dimensi6 n necessitem una base formada per n vectors (independents i generadors).

Aplicacio als exercicis d’aquest curs

Tot el que he explicat de bases ho vam veure el curs anterior. I aquest curs que ha canviat? Molt
poc:

e Ara els vectors sén de tres components.

e Treballem en un espai tridimensional R3 i, per tant, les bases estan formades per un maxim

de tres vectors.
e La base canonica de Despai R3 és: {é}, ¢, e3} on € = (1,0,0), & = (0,1,0) i ez = (0,0, 1).

Quina mena d’exercicis ens sortiran aquest curs? Decidir si formen base (apartat anterior) i
canvis de base. Veiem-ne un exemple.

Exercici: Donat el vector ¢ = (1,5, —2), trobeu les coordenades de ¢ en la base #; = (1,1,0),

’L_I:Q - (07 ].7 ].) i ’213 - (170, ].)
Analitzem enunciat:

e Primer haurfem de veure que realment aquests tres vectors formen base (manera facil: els
posem en una matriu i comprovem que el rang 3). O ens fiem de I'enunciat i tirem endavant

(no aconsellable).
e El vector ¢ és el mateix, no canvia. Canvia només la manera en que 'expliquem.

e Comen ¢ = (1,5, —2) no ens especifiquen la base, vol dir que esta expressat en la base canonica.

I ara per fer el canvi de base fem servir una trivialitat:

=7

<y

Bé, de fet per ser més precisos, el de I'esquerra l’escriurem en base canonica i el de la dreta en la

base de 'enunciat:
Ve1,e2,e3

(17 9, _2)51,52,53 = (Iv Y, Z)ﬁ17ﬂ27ﬁ3

-€1+5-€9—2-€3

S

Si trobem xz, ¥, z ja tindrem el canvi de base fet. Traduim el darrer resultat:

151+552—2€3:Iﬁ1+yﬁ2+2ﬁ3

O el que és el mateix:
1-(1,0,0)+5-(0,1,0) —2(0,0,1) =z - (1, 1,0) + 3 - (0,1,1) + 2 - (1,0,1)
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Si fem les operacions ens quedara un sistema d’equacions que al resoldre’l trobare’'m @ = (4, 1, —3)za, 4, a5

Nota: A la part esquerra de les desigualtats no calia fer res, donara el resultat inicial (1,5, —2) ja
que esta en base canonica, pero he volgut fer-ho amb més detall perque ho pugueu aplicar a exercicis
en que cap de les dues bases és la canonica.

Exercicis

Donats els segiients conjunts formats per tres vectors, raoneu si formen base de I'espai (R3) i
en cas negatiu, digueu quina dimensio6 té l'espai que generen:

(a) (5,2,—1), (4,0,—2) i (3,4,2)
(b) (5,-2,3), (—2,4,2) i (—1,10,9)
Sigui la base @ = (1,1,2), 7= (2,1.3) i @ = (1, —2,1).
(a) Determineu les coordenades del vector ¥ = (—1,5,0) en la base {u, 9, @/}.

(b) Sigui el vector ¥ que té per coordenades (2, —1,1) en la base {u, ¥,w}. Trobeu les coorde-
nades de ¢/ en la base canonica.

Sigui {7y, iy, U3} una base de l'espai amb @, = (5,3,1), 4y = (1,-3,—-2) i 43 = (1,2, 1).
Sigui {#), U, U3} una base de 'espai amb ¢ = (=2,1,0), v, = (—1,3,0) i ¥3 = (-2, =3, 1).

Donat el vector & = (1,1,1) expressat en les coordenades {u, tis, U3}, trobeu les components
de Z en les coordenades {0}, ¥y, U3 }.

Sigui {#), U, U3} la base de l'exercici anterior. Si ¥ = (1, —38,5), es demana:

(a) Trobeu el vector ¢ en la base {Uy, ¥, U3}.
(b) Trobeu el vector ¢ en la base {3, ¥y, ¥ }.

(c) Trobeu el vector ¥ en la base {—v,2 - ¥y, 5 - Us}.

Solucions

(a) Si formen base.

(b) No formen base. Generen un espai de dimensi6 2.
(a) 7= (1,0, ~2)zza (b) §=(1,-1,2)
7= (—23/5,11/5, 0)171,172,273
(a) (_87 ]-7 5) (b) (57 _87 1) (C) (—1, —4, 1)
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