
2.4 INTEGRACIO DE FUNCIONS RACIONAL5

EXERCICI RESOTT

DENOMINADOR DE PRIMER GRAU

Resot aqaestes integr.tts: , l;n- , lff^-
REsotucto

I 1 11 3 ln J;;a"- sJs*u"a*=itn 3x+ tt + k

b) Efecruem Ia clivisió i expressem el resul¡ar de l^ tor^" fl = C * $,
lx,-¿x L 15 w¿

I.... 3d¡- tl"-> - --= .l d*-i -sx+ 15 lnlx+ il + b
J x-J J' xf J

$ Catcuta aque:tes integrals. dividint préviament quan sigui necessar':- 
^'14¿-,,1* n'lr., rtr.

.lxl-lx+1c] l:a,y
J x+ 1

,. lxr*z.li-¡orl rr l7r

EXERC|Ct RrSO!-T

EL DENOMINA.DOR NOMÉS TÉ AIREI§ BEAI§ SÉNZLLES

c..rkuh: L2x \1 dx = l- 2x + t
JxJ -xz -¿x 1*¡* * t¡¡* -z¡d*

REsoLUctó

Descomponem en fraccions simples'

2r+l A B C A(x+ 7)(x-2) + Bx(x-2) + Cr(r+ 1)
x(.x+ lxx 2) ií Jf+1 x-2 ff(rf +1X;r-2)

= 2x+ 7 =,4(¡+ 1)(¡- 2) + Br(x-2) + Cx(x+ 1)

§rrbstiluinr x=0- l=,1,e--,1 =j I
lquh.riruinr x= I -+ -l= tB , B=; i

5uhsriruinr .r= 2 --+ í=ua- a=i 
l

Per tantl

| !x+l dx= lt-l 2 IJ - s6 
lJ.r= ]irt.r -!t,,1** Il- j tu,x ,¿ -k

Jxrxr l)tx 2, )'"r r. I I x-¿' 2 3 6



Troba aquestes integrals, dividint préviament quan sigui necessad i descomponent en fraccions sim-
ples:

n,l--J- o*
Jx(rc-3)

,,'l¿r:-L o,
Jr-4

,t[ZE-$]:J ¿,
J 'C-+jr-O

- lra+) -9)*L*o*

o¡l --J-a*J(r+ 1Xr - 1)

or [t- 1 ,,
Jx'-4

^ I 3rc+ 1t' 
)N* - t,u * ,¡ a'

ul., .i- *- +a.

EXERCiCI RTSOLT

EL DENoMTNADon rE ¿nnnrs nrers MúLTpr¡s

""""* fffi o, = l r*=tujffffL n -

ff,soructo

En primer lloc, s'hauria de facto¡itza¡ el denominador; en aquest cas ja ho tenim fet. Després, descom-
ponem en fraccions simples:

x4-5§-x2- j.x_¿ _A _ B c D E
x2rx-lrrx+ t12 -x'7-.J - *il 'G;-i}

Fent cálculs en el segon membre i identificant numeradors (de manera análoga a com ho hem fet en
l'exercici resolt de la p¿gina antedor), arribem a:

A=1,, B=2, C=-3, D:L, E=-2
Per tant, ia integral queda:

[t_t * 2. ., -J * I

J'x xj x I *-.r'GÍl ,'ldx=tnxl-! 3 tnlx ' tt + lnlx + tl # - u



Q cal.rl, 
"qu.sres 

inregmls, descomponent en fraccions simples:

a)l--L- d.t ot [---]- ¿*
I xrx 1l'

I 2x+t
d) j7r"- r7 /'

lxr+1 ,ll l- al)(
J(J( i)r

aJa-#ato. ol __L_a,
Jx'-3x)+4x

¡xERCtCt RESOTT

EL DENoMINADoR És ¡lN por¡*oMr DE sEGoN GRAU sENsE ARRETS REAts

Calcula aquestes integrals, efl qu¿ el denomlnodor no té arrel real:

Rtsotucto

a) Transformem el denominador per obtenir un binomi al quadrat i fem operacions fins a arribar a una
integral relacionada amb l'arctangent:

f 5 i f : I 52
)i'* zx. 3ax= J,*, * ¿* * r, * z dx= 

lt x .i| +ra*= ),* -¡i * d*-
22

oJp;l-a- »l*-ifina-

__5i I ,.. slJl r.,[=r 
lr{+-r f ., o*= z .|Et _I !2 i I .,,D J 

* ,

b) Quan el numerador és de p mer grau, descomponem en un logaritme neperiá i un arctangent:

Jr+#,-,, = :l#,.= jj;==," =

ll_?¡lt I r ,r I r=i);r- .r. - ra' l;r. -,. 5 
dx= )tntx¿ 

+ {Jr + í 
)r- tiruor=

= lmlr'+ 4x + 5l - arc tg(x+ 2) + k

, StD ¡x+11qx= 2 arctc\,{;-)+ k



Resol les següents integrals en qué el denominador és un polinomi de segon grau sense arrels reals
(no oblidis dividi¡ préviament quan sigui necessari):

^-.t 
I ^-_f- a,
Jx"+2x+2

,,1,,-*t*0.

- f x+3
et 

)x4 hc + 2dx

otl--=-3 a*
J4x¿+4x+2

atlTpla-,3a"

,f zÍ-+x*s o*
J x'-2x+2I

I

Q Calcula les integrals de funcions racionals següents:

- lx + zA) l- Ax
Jx - 2

.)Jx3-4x2 +zx
x-4 dx

I x+ 2tl)"c**»a*

u Jxz;;-d*

frit)rr*-zYa'

n>la -i-.. rn"

l2o.)lxr-sx-17dx

orlzx2-3x+z o*
) 2x+1

a>l;i;ta"

,lx2 3x+z n,
J ,r(r+ 1)

n,l ,* 
-^ 3 o,

Jx5+xz-2x

I ¡ct1
D )G;rFd*

rtlTuj -rya,

. f x+1úJl-2,*4d*



Q ul", + t)2 dx

§ ^;l<ru-2,> o,

o,JÉ .t.*)0,

g ,J,, + §x+ sinx) dx o¡l -La,l{t - rz

§,,1¿,..-0.

2.s ExERcrcls or nrcmruutcó

Calcula les integrals següents:

o,JB.T-i)*

Q^tp.W., a.

§»ffffi*
§ ,1,*_, *

9 ,rj*' sinr4xs -7) ctx

§ »lr;x*

I "lx#:,.

$ »lzm, a,

r)lxa {zx+ D ax

,\+P^
a) 

ltcos 
, - ts x) ax

,J[*r.t*)*

o;1r,3,! -Do a,l¿

b¡ l3cos x s¡n5 x dx
J

b¡ l=4L-; ax
J)x'- ¿

bt l* ",' 
-, a.

J

b)l+ dx
Jx'

611¡.5t*'-r¿^
J

, I cos i.o) l-:---------.', dx
JI+stn x

b)[bs,1x+ rt ax
t_

b) 
J(x 

- {xXx+ rix)a*@ "1,9,t,,



g"l***
(can"i, r = r/i)

g»1ffi*
(Carvir .r = si, 4 utilitza la fómula

, I cos2t\st,r¡=Z----r-t

Troba les integrals següents

9"1#'.
(canvi, r= rDr * t)

g rJ,r- 7)cosxd-x

§ ^>lu'*,* *

@"ffi*
g"lff*
@ "liu,,
@ "lr--i,-t u*

@"1#**

I "lin*

vt 
trz,, 

- :t ", a*

6¡lffax
J 1 cos Jc

(Canvi, r= icosx;utilirza la fófmula:

sirf x = sin2 x - sin x = ( I - cos2 n - sin x)

b) I e2' s¡n e, d,
J

(Canvi: ¿ = er)

f
b) 

J4x1 
ln x dx

,rl#*=l*u- a,

- - lx2 - 4x + 2b) l-- dx
J x+¿

D) t' ar
lJx - 1

'>l;$o'

o,l 'r*' n*
Jx(x-2)

ort--f - n*
I x'lx - >)

o, [---l-r.'Jxt_10x+26

atl - *-n .a,
Jx¿-70x+26§ ^'l; -],. n o'


