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Geometria a ’espai

En aquest tema estudiarem la geometria lineal en tres dimensions, és a dir a l’espai. Lineal vol
dir que els objectes que ens trobarem no tenen curvatura. El curs passat al fer geometria del pla
(en dues dimensions), els tnics objectes amb els que vam haver de treballar eren les rectes. Al
augmentar una dimensio ens apareixeran també els plans.

Pot ser que la geometria ens resulti una mica complicada, pero tenim una ajuda important:
I’algebra. Normalment el que fem és que ens donen un problema geometric i el convertim en un
problema algebraic de vectors, matrius o sistemes d’equacions (per aixo hem fet tanta algebra
darrerament!), el resolem algebraicament i tornem al mén de la geometria per treure conclusions
geometriques. Per tant la majoria de coses que farem en aquest tema és resoldre equacions, calcular
el rang d'una matriu, usar vectors... pero a part haurem d’aprendre la seva interpretacié geometrica.

Aquest tema el dividirem en tres blocs:

e Construccio dels objectes lineals a I'espai: les rectes i els plans.

e Geometria afi, és a dir, posicio relativa entre els diferents objectes: es tallen? son paral-lels?
tenen algun punt en comu?...

e Geometria euclideana, és a dir, estudi de les propietats metriques: distancies i angles. Ens
preguntarem a quina distancia es troben els objectes o quin angle formen entre ells.

Comencen doncs amb la construccié de les rectes i els plans.

Rectes a ’espai

La construccio de rectes a l'espai segueix la mateixa pauta que les rectes al pla del curs anterior.
Necessitem un vector director de la recta (un vector que ens indica la direccié) o = (v1,v9,v3) 1 un
punt qualsevol de la recta P(p1, ps, p3).

La manera de construir una recta a partir del vector v'i el punt P és la segiient: per obtenir els
punts d’una recta (z,y,z) hem d’agafar el vector director ¢ i allargar-lo o escurcar-lo o fins i tot
canviar-li el sentit, aixi anirem obtenint els infinits punts de la recta. Es a dir, el que haurem de
fer és agafar un parametre A i calcular A - 9. Pero els vectors son lliures i si volem que passi per un
lloc concret 'hem de clavar a aquest lloc (a qualsevol punt de la recta), és a dir, li hem de sumar el
punt P: P+ \-v. Ja tenim la recta. Si ara usem les coordenades obtindrem una equacio:

punts de la recta = P + A - ¥

(,y,z) = (p1,p2,p3) + A - (v1,02,03)

Aquesta és 'equacidé vectorial de la recta. Ara el que farem és desenvolupar aquest resultat fins
a obtenir un sistema d’equacions:

(J?,y,Z) = (pl+)\-v1,p2+/\-v2,p3+/\-v3)

rT=p+ A
Yy =p2+A-vy
z2=p3+A-v3

Aquesta és 'equacié parametrica de la recta. No hem de perdre mai de vista les diferents
funcions de les lletres: A és un parametre que quan ’anem variant obtenim els diferents punts de
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la recta, z, y i z sén incognites, els diferents punts de la recta, la resta de lletres sén nombres, les
components del punt i del vector. Ara aillarem la A de cada equacio:

:L‘_
\ = b1
(%1
'I J—
) = Y —D2
o)
Z_
/\:—p3
U3

Com la )\ és sempre la mateixa, tenim tres coses iguals:

L—Pp1  Y—pP2 Z2—DPs3

(%] (%) U3

Aquesta expressio s’anomena equacié continua de la recta i és molt interessant perque ja no
necessitem el parametre per expressar la recta. Fixeu-vos bé el lloc que ocupen les coordenades
del punt i del vector director. Podem comengar molts dels nostres problemes en aquesta expressio
enlloc de les anteriors. (Nota: esta permes, en aquesta expressié dividir per 0; és una convencid
d’escriptura que no afecta al resultat). Ara separarem aquestes igualtats:

r—p1  Y—p2

U1 V2
r—p1  Z2—DPs3
U1 U3
. . iy Lo Yy—Dp2 Z—P3 ” ,
(Nota: no importa si com a segon equacié haguéssim agafat = . L’important és que

(%] V3
les dues equacions que agafem siguin diferents). Podem arreglar una mica més aquest resultat:

ve - (x—p1) =01 (y —p2)
v3 - (z—p1) =v1- (2 —ps3)

Vo T — Vg P1 =U1-Y—V1"-DP2

V3T — V3P =V1+2—V1"'P3

Vg T —V1-Y=7Va -pP1— V1 P2
V3T — V1 +2=v3-pP1 —V1"'P3

Resumint, ens han quedat dues equacions del tipus:

Az + By+Cz=D
Ax+By+Cz=D

Aquesta forma és 'equacié general o implicita o cartesiana de la recta. Algunes lletres majuscules
poden valer 0. Hem comencat amb un concepte geometric, la construccié d'una recta a l'espai i
hem acabat al mén de 'algebra: una recta a 1’espai esta representada per dues equacions amb tres
incognites (complint certes condicions que veurem tot seguit).

I ara invoquem a Gauss que ens vingui a ajudar. Aquest sistema ha de tenir solucié (sistema
compatible), de fet ha de tenir infinites solucions (sistema compatible indeterminat) ja que la recta
té infinits punts (cada punt geometric és una solucié d’'una sistema d’equacions algebraic).

Si és un sistema compatible el rang de la matriu del sistema i de la matriu ampliada han de ser
iguals. Si és indeterminat, aquests dos rangs no poden coincidir amb el nombre d’incognites (3).
Els rangs podran ser iguals a 1 o a 2. Pero hem fet servir només una A, un grau de llibertat, llavors
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3 incognites menys 1 grau de llibertat ens déna 2: el sistema ha de tenir rang 2, tant la matriu del
sistema com l"ampliada.

Es molt important controlar els rangs perque és el que defineix de quin tipus d’objecte es tracta.
En aquest cas ho podem resumir de la segiient manera: si tenim dues equacions amb tres incognites
i els dos rangs, el del sistema i el de la matriu ampliada valen 2, aleshores es tracta d’una recta a
I’espai.

Si penseu les rectes al pla, les que vau estudiar el curs anterior, tenien una pinta aixi Ax+ By = C,
és a dir que les rectes al pla venen representades per una equacié amb dues incognites i el rang de
la matriu del sistema i de la matriu ampliada valdran 1.

I ara ens podem preguntar: que tenen en comu una recta del pla, una recta de ’espai, o una
recta de la dimensié 27 (o de qualsevol dimensié)? Doncs que totes tenen un grau de llibertat (un
parametre) i que si mirem els dos rangs seran iguals a n — 1, on n és la dimensié en la que es troben.

Exercicis

Nota: En tots els exercicis de geometria, si no s’especifica una expressié concreta podem fer servir
la que vulguem. El millor és fer servir la més senzilla en cada problema, i saber quina és ens hi
portara la practica. Aixi que ja sabeu.

Siguin els punts A(2,1,1), B(—=3,0,2) i C(1,—2,4). Indiqueu quins d’aquests punts pertanyen

r=4—A
a la recta d'equacié r: S y=1— A\
z=14+A

r+y+z=0

que té la segona coordenada nul-la.
2 —y—2—6=0

Determineu el punt de la recta r : {

Trobeu totes les equacions de la recta que passa pels punts A(3,5,—1) 1 B(2,1, —2).
Determineu l'equacié de la recta que passa pel punt A(—3,2,7) i es paral-lela a I'eix OZ.

Determineu, en cada cas, ’equacio de la recta que passa pel punt P i és paral-lela a la recta r:

(a) P(1,=3,0)ir: 5 === == (b) P(5,1,1)ir:{$ y=0
y—2z=0
y+2 : , -
@ Donada la recta r : o — 1 = —5 = z, hi ha algun punt d’aquesta recta que tingui les tres

coordenades iguals?

Trobeu m i n de manera que el punt (m+n, 2m — n, 2) pertanyi a la recta que passa pels punts
(2,1,0) 1 (—3,0,—1).

rT=—2+ )\
Comproveu que el punt P(—1,2,7) no pertany a larectar:y=3— A\ . Trobeu I'equacio
z2=2+4+3A

paral-lela a aquesta que si conté el punt P.
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Solucions

Nota: Les solucions que trobeu, sobretot aquelles que impliquen equacions, poden ser diferents de
les del solucionari, pero aixo no vol dir que estiguin malament. De ser correctes les dues, es tracta
de solucions equivalents, és a dir solucions d’aparenca diferent pero que en realitat representen el
mateix.

El punt C (2,0,—2)

r=24+ A\
Equacié vectorial: (x,y,2) = (2,1,—-2) + A - (1,4,1); equacié parametrica:{ y =1 +4X
z==2+A

-1 e —y="T7
equacio continua: r — 2 = yT = 2 + 2; equacio general: { rY 4
r—z=

(az,y,z) = (_3727 7) + /\(0707 1)
rz—1 y+3 oy —
= = y=3
(a) 5 5 Z (b){

@No. m=5in=7

rT=—-1+A
7“: y=2-A
2 =T+ 3\
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