Institut Joan Ramon Benaprés Departament de Matematiques

Selectivitat: Geometria a ’espai

Un dron es troba en el punt P = (2,—3,1) i volem dirigir-lo en la linia recta fins al punt més
proper del pla d’equacié 7 : 3z + 42z 4+ 15 = 0.

(a) Calculeu l'equacié ode la recta, en forma parameétrica, que ha de seguir el dron. Quina
distancia ha de recorrer fins arribar al pla?
(b) Trobeu les coordenades del punt del pla on arribara el dron.
Nota: Podeu calcular la distancia que hi ha d’un punt de coordenades (g, yo, 20) al pla d’equacié
., |Azg + Byg+ Czy+ D
Ax + By + Cz+ D = 0 amb lexpressié Ao %0 0 |
VA2 + B2+ (C?

=2
Siguinlarectar:{x ) ielplam:oz—2=3.
y—z=

(a) Calculeu 'equacié parametrica de la recta que és perpendicular al pla 7 i que talla en el
mateix punt en que el talla la recta 7.

(b) Trobeu els punts de r que estan a una distancia de /8 unitats del pla .

Nota: Podeu calcular la distancia que hi ha d’un punt de coordenades (zo, yo, 20) al pla d’equacié

|A.’L’0 + Byo + CZO + D’

Ax + By + Cz+ D = 0 amb l'expressio

0 a-—1
a 1 , en que a és un parametre real.
3a 1

Considereu la matriu A =

SN

(a) Trobeu els valors del parametre a per als quals la matriu és invertible.

(b) Discutiu la posicié relativa dels plans 7y : 2+ (a — 1)z = 0, my : z +ay + 2z = 1 i
73 4x 4+ 3ay + z = 3 en funcid dels valors del parametre a.

Siguin P, ) i R els punts d’interseccio del pla d’equacié x + 4y + 2z = 4 amb els tres eixos de
coordenades OX, OY i OZ, respectivament.
(a) Calculeu els punts P, @ i R, i el perimetre del triangle de vertexs P, @ i R.

(b) Calculeu I'area del triangle de vertexs P, Q i R.
Nota: Per a calcular I'area d’un triangle definit pels vectors v i w podeu fer servir 'expressié

1 . .
S = §||v x w||, en que v x w és el producte vectorial dels vectors v i w.

Sigui r la recta que passa pels punts A = (0,1,1) i B = (1,1, —1).

(a) Trobeu 'equacié parametrica de la recta 7.
(b) Calculeu tots els punts de la recta r que estan a la mateixa distancia dels plans 7 : x+y =
—2imixr—2z=1.
Nota: Podeu calcular la distancia que hi ha d’un punt de coordenades (zo, yo, 20) al pla d’equacié
., |Azog+ Byg+ Czg+ D
Ar + By + Cz+ D = 0 amb 'expressi6 |40 L 0 ’
VA? + B?+ C?

r+y+1=0

Considereu els punts P = (3, —2,1),Q = (5,0,3), R = (1,2,3) ilarectar :
20432—-5=0
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(a) Determineu I'equaci6 general (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) del pla que
passa per P i () i és paral-lel a la recta r.

(b) Donats el pla x + 2y +m -z = 7 i el pla que passa per P, ) i R, trobeu m perque siguin
paral-lels i no coincidents.

Considereu el pla que té com a vectors directors u = (—1,3,2) i v = (2,1,0) i que passa pel
punt A = (1,0, 3).
(a) Calculeu l'equacié6 de la recta que és perpendicular al pla i passa pel punt A.
(b) Calculeu la distancia del punt P = (1,5,0) al pla.
Nota: Podeu calcular la distancia que hi ha d’un punt de coordenades (o, yo, z0) al pla

- ., |AZEO+BZJO+CZO+D|
d’equaciéo Az + By + Cz + D = 0 amb expressio )
4 Y P A2+ B2 + (2

Considereu els punts de l'espai tridimensional A = (1,1,0), B = (3,5,0) i C = (1,0,0) i la
z

tar:e=y—-1=—-.
rectar:x =y 5

(a) Trobeu el punt d’interseccié de la recta r amb el pla que passa pels punts A, B i C.

(b) Trobeu els punts P de la recta r per als quals el tetraedre de vertexs P, A, B i C té un
volum de 2u?.

Nota: El volum d’un tetraedre de vertexs P, ), R i S es pot calcular amb 'expressié
1 .
6|det(PQ, PR, PS)]|.

Sigui el pla d’equacié 7 :x+y —2z=01el punt P = (2,3,2).

(a) Calculeu el punt simétric del punt P respecte del pla 7.

(b) Calculeu l'equaci6 cartesiana (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) dels dos plans
paral-lels a 7 que estan a distancia v/3 del punt P.
Nota: Podeu calcular la distancia que hi ha d’un punt de coordenades (zo,yo, z0) al pla
., ,,|A$0+By0+CZO+D|
d’equacié Ax + By + Cz + D = 0 amb l'expressio .
a ! b VAT B2 1 O

-2
Siguin les rectes rlzx—1=y_—1=z—5ir2 C(zyy,2) = (2=3\ =1+ ), 2).

(a) Trobeu l'equacié cartesiana (és a dir, que té la forma Az + By+Cz = D) del pla que conté
la recta r1 i és paral-lela a la recta rs.

(b) Digueu quina condicié s’ha de complir perque existeixi un pla que contingui la recta 7y i
sigui perpendicular a la recta r,. Amb les rectes 1 i 7o de 'enunciat, comproveu si existeix
un pla que contingui la recta r; i sigui perpendicular a la recta 7.

Considereu els plans 711 : bz —y — Tz =11my: 20 + 3y + 2 = 5.

(a) Determineu I'equaci6 general (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) del pla que
passa per 'origen de coordenades i és perpendicular als plans m i 7.

(b) Calculeu I'angle que formen els plans m i 7.

Considereu el pla 7 : x+y+ 2z = 1 i la recta r que passa pels punts P = (0,0,6) i @ = (1,2, 3).

(a) Estudieu la posici6 relativa de la recta r i el pla 7.
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(b) Calculeu la distancia entre la recta r i el pla 7,
Nota: Podeu calcular la distancia que hi ha d’un punt de coordenades (zo,yo, 20) al pla
., ., |Azo + Byo + Czy + D|
d’equacié Ax + By + Cz + D = 0 amb 'expressio .
a ! P VA?+ B?+C?

— =9
A R3, siguin la recta 7 : vz iel punt P = (0,1,—1).
204+ 2=4

(a) Calculeu I'equacié general (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) del pla «
perpendicular a la recta r i que passa pel punt P.
(b) Calculeu el punt simétric del punt P respecte del pla z +y + 2 = —3.

2% —y=1 y—2
[60] Siguin les rectes de R? 7 vy isirr1=2"%—-, 1.
y—22=0 2

(a) Comproveu que sén paral-leles.

(b) Calculeu l'equacié vectorial del pla que les conté.

1
a | la matriu ampliada dun sistema d’equacions lineals.

&2

Sigui

— = Q
ST

1
a
1

(a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre a, i interpreteu el resultat geometricament.

(b) Per a a = 1 trobeu la forma parameétrica del pla solucié i doneu un punt i dos vectors
directors d’aquest pla.

Siguin la recta r : (z,y,2) = (5+ k, k, —2 — 2k) i els punts P = (1,0,—1)1 Q = (2,1, 1).
(a) Calculeu 'equacié parametrica de la recta que passa pel punt @ i és perpendicular al pla
determinat per la recta r i el punt P.

(b) Calculeu el punt de la recta r que equidista dels punts P i Q.

Responeu a les qiiestions segiients:
(a) Calculeu I'equacié cartesiana (és a dir, que té la forma Az + By+Cz = D del pla que passa
pel punt de coordenades (0,0, 1) i és perpendicular als plans 3z +y—2 = 1iz+y+2z = 5.

(b) Suposeu que un pla m; és perpendicular a un segon pla 7 i que el pla my és a la vegada
perpendicular a un tercer pla m3. Expliqueu raonadament si necessariament els plans 7y i
73 han de ser perpendiculars entre ells.

A R3, siguin la recta r que té per equaci6 (x,y,2) = (1 + X\, A, 1 — X) i el pla 7 d’equaci6
20 —y + 2= —2.

(a) Determineu la posicié relativa de la recta r i el pla 7.

(b) Calculeu la distancia entre la recta r i el pla 7.

Siguin a R3 el pla d’equacié z —y + 22 =2 iels punts A = (3,—1,2) i B= (1,1, -2).

(a) Comproveu que els punts A i B sén simetrics respecte del pla 7.

(b) Sir éslarecta dels punts P que té per equacié P = B + \v, en que A és un parametre real
iv=(1,1,0), verifiqueu que els punts mitjans dels segments AP pertanyen al pla .
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r—3
2

(a) Estudieu si les rectes r i s sén paral-leles o perpendiculars.

Siguin les rectes 7 : (2,3, —3) + A(1,—1,0) i s: =y—5H=2z+2.

(b) Determineu la posicié relativa de les rectes r i s i calculeu I'equacié parametrica de la recta
t que talla perpendicularment la recta r i la recta s.

- : , ., r—1 +3 oo
Sigui r la recta de l'espai que té per equacié r : L -7 = 2z i sigui P el punt de

2 —1
coordenades (6,0, —1).

(a) Trobeu l’equaci6 cartesiana (és a dir, que té la forma Ax + By+ Cz = D) del pla que passa
pel punt P i talla perpendicularment la recta r.

(b) Trobeu l'equaci6 parametrica del pla que passa pel punt P i conté la recta r.
Considereu a R? la recta que té per equacié 7 : (z,y,2) = (—4 + 2\, —2,1 — \) i els plans 7 i
my d’equacions my 1 x + 2y + 22 = —1 17y : & — 2y + 2z = —3, respectivament.

(a) Determineu la posicié relativa de my 1 .

(b) Comproveu que tots els punts de la recta r estan situats a la mateixa distancia dels plans
US| i UPE

Siguin el punt P = (2,0,2) i el pla w d’equacié x —y + z = 1.

(a) Calculeu 'equacié parametrica de la recta que passa pel punt P i és perpendicular al pla
.

(b) Calculeu la distancia del punt P al pla .
Siguin a R3 el punt P = (2,3,3) ila recta r: (x,9,2) = (1,2,3) + £(1,1,1).

(a) Calculeu 'equaci6 parametrica del pla que passa pel punt P i conté la recta r.

(b) Calculeu 'equacié cartesiana (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) del pla que
passa pel punt P i és perpendicular a la recta r.

A Tespai tridimensional considereu la recta r : (x,y, 2)

= (34 2a,—a,3 — a) i els plans
m:x+yt+z=—lim:(z+y+2)=24+N1—X+pu,n.

(a) Calculeu l'equaci6 cartesiana (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) del pla .

(b) Trobeu els dos punts de la recta r que equidisten dels plans m; i 7.

Siguinelsplansde]R3 Ty +z=2,m: 20+y+z=1im:2x —2z=—1.

(a) Calculeu la posicio relativa dels tres plans.

(b) Comproveu que el pla 73 és paral-lel a la recta definada per la interesecci6 dels plans 7y i
9.

Considereu el punt A = (1,2, 3).

(a) Calculeu el punt simeétric del punt A respecte de la recta d’equacié
r:(zy,z)=B+A1,3-N).
(b) Calculeu el punt simetric del punt A respecte del pla que té per equacié

T:r+y+z=3.
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—2 1
z :y:zz is:(r,y,2) = (142a,3-a,4+30a),

Sigui 7 i s les rectes de R? d’equacions r :
amb a € R.
(a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la recta
r i laltre extrem situat sobre la recta s formen un pla.

(b) Trobeu I'equacié general (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) del pla de I'apartat
anterior.

Siguin els punts P = (1,1,0), @ = (1,0,1) i R=(0,1,1)ielplam:z+y+ 2z = 4.
(a) Trobeu l'equacié general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla que passa
pels punts P, Qi R.

(b) Si S és un punt de m, comproveu que el volum del tetraedre de vertexs P, ), R i S no
depen del punt S.

Donatsels plans m :z —4y+z=2m—1ime:2x — (2m+2)y + 22 = 3m + 1,

(a) Determineu els valors de m perque els plans 7; i w9 s’intersequin en una recta i calculeu
un vector director de la recta resultant que no depengui de m.

(b) Sigui el pla 7 : 3z — 2y + 32 = 8. Estudieu la posicié relativa del pla = amb la recta r
definida per la interseccié dels plans m; i mo quan m = 1.

Siguin 7 i s les rectes de R* que tenen les equacions segiients:

z2—=3 . r—3 y—2 z+4+1
1 8: = =

r:r+5=y—5H= 2 2 3 =

(a) Estudieu el paral-lelisme i la perpendicularitat de les rectes r i s.

(b) Trobeu l'equaci6 general (és a dir, que té la forma Az + By + Cz = D) del pla © que conté
la recta 7 i és paral-lel a la recta s. Calculeu la distancia entre la recta s i el pla m obtingut.
Donats els vectors u = (2,—1,0), v = (—1,3,4) i w = (0,3a — 1, 4a),

(a) Calculeu el valor del parametre a perque els vectors u, v i w siguin linealment dependents.

(b) Calculeu els valors del parametre a perque un tetraedre d’arestes u, v i w tinguin un volum
de 2/3 d’'unitats cibiques.

. r—1 z+m
Donatselplaw::v—i—Qy—z:311arectar:T:y: 1
(a) Comproveu que el vector caracteristic (o normal) de 7 i el vector director de r sén perpen-

diculars.

(b) Estudieu la posici6 relativa de 7w i de 7 en funcié del parametre m.

Donatselplaﬂ:2x—y+3z—8=01elpuntP=(6,—3,7),

(a) Trobeu ’equacié continua de la recta que passa per P i és perpendicular a 7.

(b) Trobeu el punt del pla 7w que esta més proper al punt P.
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Solucions

(a) (z,v,2) = (24 3t,—3,1 4 4t) amb t € R; recorrera 5 u.
(b) (1,-3,-3)

(a) (z,y,2)=(2+1t,0,—1—t) ambt € R
(b) (2,—4,-5)1(2,4,3)

(a) a#0ia# —1

(b) Sia# 0ia# —1 els tres plans es tallen en un punt; si a = 0 tenim tres plans que es tallen
dos a dos en rectes paral-leles; si a = —1 els tres plans es tallen en una recta.

(a) P=(4,0,0), Q = (0,1,0) i R = (0,0,2); perimetre de 10,8 u.

(b) V21 u?.
(a) (z,9,2) = (t,1,1 —2t) amb t € R (b) (5/2,1,—4) i (=1/4,1,3/2).
(a) bz +y —62=17 (b) m= —3
(a) (z,9y,2) = (1,0,3) + A~ (=2,4—17) (b) 4,94 u.
(a) (0,1,0) (b) (3,4,6) i (—3, -2, —6)
55| (a) (0,1,4) D) m ov+y—z=0im:z+y—2=06.

(a) z+3y+22=17

(b) Les dues rectes sén perpendiculars; no existeix cap pla que compleixi ’enunciat.

(a) 20z — 19y + 172 =0 (b) 90°
(a) Paral-lels (b) 5?/§ u
3
(a) 20—y + 2z = -3 (b) (=2,—1,-3)
(a) Paral-leles (b) (z,y,2) = (—1,2, 1)+ A(1,2,1)+pu(—3,4,2)
(a) Si a =1 els rangs coincideixen en 1 i per tant els tres plans sén coincidents; Si a = —2

el rang del sistema és 2 i el de I'ampliada 3 i per tant els tres plans no tenen cap punt en
comu; Si a # ia # 2 els dos rangs valen 3 i els tres plans es tallen en una punt.

(b) Un punt del pla és (1,0,0) i els dos vectors directors sén (—1,1,0) i (—1,0,1).
(a) (2,,2) = (2.1, 1) + A(1,7.4) (b) (9/2,-1/2,-1)
63] (a) 30 — Ty +22 =2 (b) .

(a) Paral-lels 5v6
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(a) No son ni paral-leles ni coincidents.
(b) Es tallen en el punt (1,4, —3); (z,y,2) = (1 + A\, 4+ X, =3 —3)) amb A € R.

[67] (a) 20—y +2=11

(a) Paral-lels
o %

(a) (z,y,2) = (24+ N, =\, 2+ \) (b) V3 u
(a) (z,9,2) = C+ A= 3+ X—p,3+X) (b)r+y+z=38

() r+y—2=3 (b) (13,-5,-2) i (—1,2,5)

(a) Els tres plans no tenen cap punt en comu i es tallen dos a dos en una recta.

(b)

(a) (3,0,5) (b) (=1,0,1)

(a) (b) 14z — 2y — 10z = 3

75 () vyt z=2 (b) .

(a) m # 3 (b) Paral-lels

(a) No sén ni paral-leles ni coincidents. (b) —7x + 5y + 2z = 63; distancia de 5v/3 u.

78] (a) a =2 (bya=1ia=3

(a) (b) Si m = 2 la recta esta continguda en el pla;
si m # 2 paral-lels.

T —06 z— —
[80] (a) 2b=y_+13= 37 (b) (2,-1,1)
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