Institut Joan Ramon Benaprés

Departament de Matematiques

Limits i continuitat

Si Igr}rloo flz)=-11 xgriloog(x) = —o00, calculeu:
() Jim (f@)+o) () Tm (F@)-g() () lim_ {g() (@) /7@
Si lim f(z) =4oc0i lim g(z)= -5, calculeu:
T—r—00 T—r—00
. . _ . . g(z)
() lim_(f@)+g@) () lm (f@)-g@) () lim g (@ lim_f(x)
Trobeu els limits segiients:
: 7 : 7 : z . . z
@)l @ L V5 @)l 7 0t (V7)
i 7 m — h) lim 77 : L
(b) Jim z (e) lim — () Jim (k) lim 7
. . . L . . x . 1
(© Jim 77 @) tm 0t (V7) 0 Jm 7
Calculeu els limits segiients:
3 2
%2 222 — 1224+ 9 Dl ( 2 _op _ )
. £ lim (1) lim x T —z
(a) IEIFOO <JZ — 1) ( ) s—-+Foo 3/1'5 T+ Er — 2 T—r—+00
. Ttz (m) lim (22 —V1+4x)
. (3z +1)x* (g) lim —— Teo
(b) lim g=too T
T——00 (332 — 6)(2.17 - 1)3 i m 3
() Il 2t VITZ2 ()t (Vos + 32 - 30)
z—+o0 2x
x2 43
(¢) lim — 1\ 22t
z—+oo 27 + 1 N . 2e0—+6+x (0) lm (14—
(i) lim ———— &=+ o0 x
z—+oo  2x+4
202 +z — 1 3pt0
d) lim ——r—r V2 4 —1\*"F
( ) z—+00 2 +3 (J) lim m (p) lim <2 _ 2 )
T——00 6x — 3 T—>+00 4x
22+ —1 22—1 14222 37 4+ 10
li _— k) L - i -
(e) Jim V2 +3 (k) dm ( T 2z — 1 (@) tim =
Trobeu el valor de m de manera que:
(a) lim (\/ x2 +mx — sc) =1 (d) lim (\/ mz?4+x—5— 23:) = 400
r—r+00 r—r+00
() tim (VA2 +mr—3-20) =~ () tim (Va?+30 -8~ Va2 4me+7) =1
1
(¢) lim (\/ 922 4+ 7 — mx) =0 (f) lim (\/ 922 4+ 4o — 32 + m) =-
T—+00 T—+00 2
@ Determineu el valor dels limits segiients:
S+ d—Jr—4 241 242
(a) lim ztd v 1 (b) lim 32 tl e (¢) lim ( 2z +V2zx — vV 295)
z—=4oo \/xr+2—/xr—2 T—+400 x2 — 3x x—3 T—~+00
2n Cientific Tecnologic Pag.1 Autor: Joan-Pere Villar



Institut Joan Ramon Benaprés

Departament de Matematiques

Trobeu els limits segiients:

. 22+ 1\ 2?1\ %
(T om (5
(b) lim w o

z—+oo $2+1 T——00 2$2+3Jf—2

Calculeu el valor de m perque es compleixi la igualtat:

222 SRR
(a) lim (‘”+3> _!
e

z—+oo \ mx + 222

—3]“(75 D) , calculeu:

@ Sigui f(x
(a) lim f(x) (b) lim f(x)

r—2 r—e+1

6 — 12
Donada la funcié f(z) = %7
x? — 3z —

Calculeu els limits segiients:

(a) lim L E3T+2 (f) fim (Lo L _THD
a -1 732 4+ 22 +1 c—=3\x—3 x2—4z+3
2 —222 4z
b) 1 i YE—L
()7«1—>ml2x3—:1:2 4r 43 (&) alfl_,mlg,x_g
2
(¢) lim EZ D721 -2
z—0 £C2 (h lim
z—=2\/r+2—-2
1 1
-3 L 2—4—x
(d) lim 2tz 2 (i) lim

(e) lim< ! -x2_4> () Tim 220

2z° —32® — 11
Donada la funcié f(z) = a® —32% — 11z + 6
3 4 22 — 8z — 12

(a) lim f(z) (b) lim f(z)  (¢) lim f(z)  (d) lim f(z)

rz—1 z——1 r——2 r—3

, calculeu:

I?’*I

Donada la funcié f(z) = W
(a) lim f(z)  (b) lim f(z) (c) lim f(z) (d) lim f(z)

rz——1 z—1 z—0 T—2

Calculeu:

(a) lim (cos®z) e
z—0

calculeu:

(b) lim (22 + 1)*
z—0

Trobeu el valor de m de manera que el limit segiient sigui finit:

oV +2—Vmz+6
lim
r—2 r—2

22 -3z zZ=3
— 242 223 — g
(d) lim @t —2w4+2 (f) lim 2z° — 3z
- =400 \ 1+ 223

x4+ 3
b) lim
z—+oo \ 2+ bx

oy (20)

z—+oo \ 6 + 322

22-3

222

) 8+max 7
= e10
© tim, /(@)
r—r——

calculeu els limits quan x tendeix a 0, -1, 1 i 4.

vVr+2-2
m-—t—rc “
v—=2\/2x 45— 3

‘m V13 —4x — /28 + 2
rz——3 vr+3

1 24
(0) lim< YT )
z—2 r—2 x

(e) Tim f(z) (f) Tim f(z)

T——+00 T——00

() lim f(x) (f) lim f(x)

r—+00 T——00

( ) i 3.75 +7e—59c
¢ ar—1>r-iI-1<>o 2e~5% — 4e3x
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Sabent que lim ‘x =1, trobeu:

z—0 S1NT
(a) lim 222 (b) tim L2005 i % i £ 0%

z—0 X 2—0 x2 z—0 2 z—0 €T

Sigui la funcié:

274+ 1 si z<0

f(x): —3r+2 si O<zx<2
-2

x si x> 2
rz—1

Calculeu:

(a) lim f(z)  (b) lim f(z) (c) lim f(x) (d) lim f(z) (e) Tim f(z) (f) Tlim f(z)

r——1 r—1 x—0 r—2 r—400 T——00

Sigui la funcié:

x?—4
i 2
a2 © x #
fz) =
4
—— si x=2
3

Calculeu:

() lm f(@) () Imf(@) () lmfx) (&) Imf(@) () lm f() () lm f(x)

z——1 r—3 x—0 r—2 r—~400 r——00

x+3 . .
S és continuaen z = —2ienx = 2.

Comproveu si la funcié f(x) =

X

Comproveu si la funcié f(x) = |« — 3| és continua en x =3 i en z = 0.

Estudieu la continuitat de les segiients funcions:

(a) flz) = ﬁx% (b) f(z)=vaz?—4 (c) flz)=v4—2? (d) f(z) =log(2—x)

Trobeu els punts de discontinuitat de les segiients funcions i de quin tipus de discontinuitat es tracta:

3z —6 20 +2 22—z 222 + 4z + 6

(a) f(z) = PR (b) f(z)= P 973 (c) f(z) = Gy R p— (d) f(=)

2 —x
Determineu si la segiient funcié és continua:

r+1 si < -1

f(x) =
22—-3 si xz>-1

Calculeu a perque la funcié segiient sigui continua en tot R:
z+1
flz) = v

—z24+a si xz>-2

3

— 1

Sigui la funcié f(z) = 22_i727+12 Estudieu-ne la continuitat.
x x —
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Considereu la funcié:

3
—+§ si z e (—6,—1)
fz) = v
2 +2rx+1 si e [-1,4]
Raona si f(x) és continua o discontinua en © = —1ien z = —4.
Sigui la funcié
22 -2 si <0
fz) = 2z -1

si >0
r+a

Existeix algun valor del parametre a per al qual f(z) sigui continua en x = 07

Considereu la segiient funcié definida a trossos:
—4dx+a si r <=2
fle)=¢ 22-5 si —2<z<l1
br + 3 si 1<z
Calculeu els valors dels parametres a i b perque sigui continua per a tot z € R.
Trobeu el valor de k perque la funcié segiient sigui continua en tots els punts:
x> -8

fay=4 772
k si x=2

si x#2

Considereu la funcié
r+2 si x<2

fley=¢ z4+3 si z>2
3 si x=2
Estudieu la continuitat i, en cas d’existir alguna discontinuitat digueu de quin tipus es tracta.

22—z —2
2—x

Donada la funcié f(z) =

(a) Estudieu les discontinuitats d’aquesta funcié.

(b) Definiu una nova funcié g(x) que contingui f(z) i que sigui continua per a tot x.

_18-6Vz 15

Fes el mateix que en l’exercici anterior perd ara considera f(z) = 1
x—

Sigui f(z) = 2¢ — 11 g(z) = W

comenta les seves diferéncies i semblances.

. Podem afirmar que es tracta de la mateixa funcié? Si no és aixi,

Trobeu el valor de m perque les funcions segiients siguin continues:

(a) (b)
24+m-cosz si <0 cos(z—4) si x<4
flz) = flx) =

27 +6x -3 si x>0 2r—2m si z>4
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Trobeu els valors de a i b per als quals la funcié sigui continua:

ar® + 3z si rz<-—1 ar + 3 si r<-—1
flx) = 3 —a si —l<ax<2 flx) = bx?+5 si —l<x<l1
bx — 3 si x> 2 2vV/r+3+a si x>1

El compte de resultats (pérdues o guanys) en milions d’euros, y, d’una empresa ve donada per la segiient funcié

dels anys d’existencia x de ’empresa:
5% 420z — 25

2+ 7
Quins seran els beneficis de 'empresa a molt llarg termini?

Els beneficis, en milers d’euros, per la venda d’un article en funcié de les despeses en publicitat, també en milers
d’euros, vénen donats per la funcié:

or + 15 si 0<x<3
B(z) =
—(z—3)2+30 si 3<x<8

Es continua aquesta funcié? Que passa si la despesa de publicitat és superior a 8.000 €7

Un article es ven segons la segiient regla: a 10,50 €/kg. si es compren fins a 10 kg., a 7,50 €/kg. si se’n compren
entre 10 1 20 kg. i a 5,50 €/kg. si se'n compren més de 20 kg. Escriviu la funcié que representa el preu de
venda i estudieu-ne la continuitat.

El preu, en euros, de z litres d’oli comprats en una almassera ve donat per la funcié:

3z si 0<2<20

vaz? 4+ 2000 si x> 20

(a) Determineu el valor de la constant a perque la funcié P(x) sigui continua.

P(x) =

(b) Si compressin moltissims litres d’oli, quant sortiria aproximadament el preu de cada litre?

x2 —25

Donada la funcié f(z) = -5
0 si =95

si x#5H

(a) Demostreu que f(x) no és continua en x = 5.
(b) Trobeu una funcié g(x) que, tot i ser diferent, coincideixi amb f(x) per a tots els valors de x # 5.

(¢) Trobeu una funcié h(z) que arregli d’'una manera senzilla la discontinuitat de la funcié f(x).

Expresseu les funcions segiients com a funcions definides a trossos i estudieu-ne la continuitat:

(a) y=1[3— 2| (b) y=|2* -z — 6]

(c) y=

1
xr — 2

Un inversor empra la funcié segiient per reinvertir a la Borsa part del capital que obté mensualment. R(z)
representa la quantitat reinvertida quan el capital obtingut és = (tant la quantitat com el capital, en euros).

0 si. 0 <2z <600

R(z) =
400 + 561
40 4 20T > 600
Tt 01 O T2

La quantitat reinvertida és una funcié continua del capital obtingut?
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Per a cada una de les funcions segiients, demostra que f(x) = 0 per a algun valor de l'interval [0, 3]:

(a) f(z)=a2" =225 4222 + 2 — 1

3 —22 -3

(b) fla) = 5

(@) flw) = sin

(¢) flx) =In(z+1)—-22+3

7r)+
r— = T
2

Donada la funcié f(r) = /z + Inz — 2, demostreu que existeix a tal que (a,0) és un punt de la funcié.

Demostreu que 'equacié 2 + 322 + 2 = 0 té almenys una arrel real a I'interval [—3, —2]. Troba una aproximacié

d’aquesta arrel amb un error més petit que una decima.

Demostreu que la funcié f(z) =z 4+ 1 té almenys un punt de tall amb cada una de les funcions segiients:

(a) e*t (b) Inz + 3

(c) sinx

Donades les funcions f(z) = xsinz 1 g(x) = Inz, justifica que existeix un punt de I'interval [2, 3], on totes dues

funcions prenen el mateix valor.

Solucions
(a) 8 (d) +oo (g) 1 () 1/2 (m) +o0
(b) 3/8 () —o0 (h) 7/2 (k) -1/2
(c) 1/2 (f) +oo (i) 1 1) -1 (n) 1/2
(a) m =2 (b) m=—1 (c) m=3 (d) m#4 () m=1 (f) m=—1
(6] (a) 2 (b) —o0 (c) &
(a) 1 (b) e (c) 1 (d) 0 (e) Ve () e
() m=2 () m =3 (9] (@ 1 (b) 3 (0 1

El limit quan x tendeix a 0 val 3; el limit quan x tendeix a 1 val 1; els altres dos limits no existeixen.

(a) No existeix (d) —% (2) & (G) 4v3

(b) 3 (e) 5 (h) 4 (k) —15

(¢) No existeix (f) No existeix (i) & 1 -1
(a) 1 (b) -3 (c) No existeix  (d) 1 (e) 2
(a) % (b) _é (c) 0 (d) —SWTes) (e) —o0
(a) 1 (b) € (c) 1 m=—1
(a) 1 (b) 1 (©) 3 (d) 0
(a) 2 (b) -1 (c) No existeix (d) -4 (e) -2
(a) No existeix (b) —2 (c) -2 (d) -4 (e) -1

En els dos punts hi ha una discontinuitat asimptotica.

Es continua en els dos punts.

(a) En z =21ien z = 3 la funcié té una discontinuitat asimptotica.
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(b) Es continua en tot el seu domini de definicio. (¢) Es continua en tot el seu domini de definicié.
(d) Es continua en tot el seu domini de definicid.
(a) En z =1 hi ha una discontinuitat asimptotica.
(b) En x = —1 hi ha una discontinuitat evitable; en z = 3 hi ha una discontinuitat asimptotica.
(¢) En 2 =1 hi ha una discontinuitat evitable; en = —3 hi ha una discontinuitat asimptotica.
(d) En z =01ien =1 hi ha una discontinuitat asimptotica.
La funcié és continua en tots els punts del seu domini excepte en x = —1, on hi ha una discontinuitat de salt.
_9
=3
La funcié és discontinua en els punts x = —3 i x = —2, que sén discontinuitats asimptotiques.
En z = —1 la funcié és discontinua i es tracta d’'una discontinuitat de salt. En z = —4 la funcié és continua.

Sia= % la funcié és continua en z = 0.
La funcié és continua en tot Rsia=-91b= —7.
Per a k = 12, la funcié és continua en tot R.

La funcié és continua en tot R excepte en x = 2 en qué presenta una discontinuitat de salt.

(a) Discontinuitat evitable en z = 2 Discontinuitat evitable en z = 4
(a) m=—4 (b)) m=2
(a) a=1ib=5 b) a=-1ip=—3

Els beneficis d’aquesta empresa a molt llarg termini tendiran a estabilitzar-se en 5 milions d’euros.

La funci6 és continua en tot el seu domini. No es pot saber que passa si la despesa de publicitat és superior a
8.000 €.

La funci6 és discontinua en els punts x = 10 i x = 20.

(a) a=4 (b) Si compréssim molts litres el preu s’acostaria als
2 € el litre.

2] No 5] 26
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