Institut Joan Ramon Benaprés Departament de Matematiques

Calcul integral

Trobeu la primitiva de les segiients funcions:

. 2
(@) [(32® -3+ 6o -1 de (1) [+ do @ [ FL g
223+ —9
¢) [2V3x dx (k) [ cos(2z) dx (s) f(x21+1 + 1) de
(d) f(\/% + &%) dx (1) [4sin(z+ ) dz 0 i
\/3 T
(L
(©) [ 5 da m) ] Bsect(5o) da (w) [ £
(f)f( + + )d (n)fcoﬁrdaj f\/%
) | G de (0) | it du (w) [y da
() [(ar — oape) do (p) [ gorey o (x) [ 725 do
Trobeu la primitiva de la funcié f(z) = 1;362 la grafica de la qual passa pel punt (v/2,3).
—x
. . 1—sinz .
Trobeu la primitiva de la funcié f(xr) = —————— si sabeu que passa pel punt (0, 2).
2x 4+ 2cosx

La derivada segona d’una funcié és f”(z) = 6z + 2. Trobeu la seva expressié algebraica si sabeu que té un
minim relatiu en el punt (1, 3).

Trobeu la primitiva de les segiients funcions:

a) [a®- e 1 gy (f) [cosxsin®z dx o J \/% dx

(b) [ iy da () [avat1de (m) [e®y/(e* +1)3 dz

(h) [sinze®s® dz

)f%dm s ) [ cos®z dz
e (i) [(z?+1)e” T3 dg
(d) f sSin m.’E dx ) o _ COS T dm
a ) f M% dx ( ) f sin x+ cosx
V1+vzT o &3
) [ de k) [ it de ) J ertaers da

@ Trobeu la primitiva de les segiients funcions:

a) [23Inz dz (d) [arctanz dx (g) [ £ dx
b) [In(2z+1) dz (e) [ 2 dy (h) [(z* —5)cosz dx
¢) [e *sin2z dx (f) [xsin(2z) dx i [z "‘;CS;‘;“L dx

Trobeu la primitiva de les segiients funcions:

() [ s75es do () [ st du () [ s o
(b) [ de (d) [ 32 do

Trobeu la primitiva de les funcions segiients:
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32?2 —5x47
(a) 3 —4x2+4x dx

(b) [ g do

(¢) [V1—2a?dx
(d) [ s2=rero do
(e) [ go=g da

() [ s do

(g) f sin 2z+cos dQ?

cos T

(h) [e”*=5%(22 —5) da

(i) f\/% dx

G [ x\/ﬁ dx (s) [sin’z dx

(k) [ 122 do

e2x

(t) [cos?z dx

o f Ver =1 dx (u) [sinzcosz dx
sin 2925 d
(m) Ttcos2z &7 (v) f2”” cosz dx

(n) [(z—2)e* dz

(W) f Inx+3 dl‘

z(Inz—1)
(0) [ sz do

(p) f (lnzx)z—&-rc dz
(@) [(Inz)? dz

(r) [25=< da

(x) [cos(Inz) dx

(y) [cos®z dx

(z) [xsin(Inz) dx

@ Determineu, en funcié del parametre a, la integral segiient:

Calculeu:
(a) [1(2+a) da
(b) [2, a2 da
(¢) [i(z® =3z +5) da

(d) foﬂ/4 sin 2z dx

/ 5 dz
22— (a+2)x+2a

(e) [J(¥z+7) da

(f) fol 2ze”” da

(i) Jy cos?x du
() f{ Ina? da
(8) [y (2e® — 42?) da &) 2 3ze” da

(h) f,l1 |z — 2| da 1) foﬂ e* cosz dx

Calculeu la integral definida de la funcié segiient en l'interval [—1, 3]

—2r+5 si <1

2+ 2 si x>1

Trobeu el valor de a perque es compleixi:

(a) [j(x+2?)de=0

0
(b) J, |22 — 1 dx:%?

(c) f32(4 +az) do =2

(d) f03(a +2?) do =12

Determineu ’area del recinte que delimiten les rectes y =2z +6, y=0, =0 ix=3.
Determineu ’area tancada per la corba y = 23 — 22 i I’eix d’abscisses.

La funcié f(x) = Inz, l'eix d’abscisses i la recta = e limiten un recinte finit en el pla. Trobeu-ne 'area.

3
Calculeu l'area del recinte limitat per la corba f(z) = (gpfi?,)?
. - T +2 X .
Considereu la funcié f(z) = ———————. Trobeu 'area sota la corba en l'interval [3, 4].
3 — 422 + 4z
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Calculeu I'equacié de la recta tangent a la corba y = 23 — 222 en el punt z = —1. Trobeu I’area del recinte que
delimiten la grafica de la corba i la recta tangent calculada.

Determineu el valor del parametre a perque l'area tancada per la funcié f(x) = 2z + 1, 'eix d’abscisses i les
rectes x = 1 i x = a sigui de 18 u?.

Sabem que P’area limitada per la corba de la funcié f(x) = —a2 + 9, I'eix d’abscisses i les rectes z = —1 iz =a
és de 24 u?. Calculeu el parametre a.

Trobeu I'area del recinte limitat per les grafiques de les funcions f(z) = 22 + 2 i g(z) = 2z + 2.
Obteniu I'area del recinte limitat per les grafiques de les funcions f(z) =2+ x — 2% i g(v))x? — 32 + 2.
Calculeu I'area de la regi6 del pla tancada per les grafiques de les funcions y = 2, y = (x—2)? i I’eix d’abscisses.

Calculeu ’area de la regié limitada per la parabola y = x2 + 4 i les seves rectes tangent en els punts z = —1 i
rz=1.
Considereu les funcions les expressions algebraiques de les quals sén f(z) = 22 +ax +bi g(z) = 23 + c.

(a) Trobeu els valors de a, b i ¢ perque les grafiques de les funcions es tallin en el punt P(1,2) i en aquest punt
tinguin la mateixa recta tangent.
(b) Calculeu I'area de la regi6 del pla delimitada per totes dues funcions.
22
Trobeu el volum del cos de revolucié generat en girar al voltant de ’eix d’abscisses la corba y = > + 1, entre

lesrectes t = —11x = 2.

Calculeu el volum de l’esfera generada per la semicircumferencia de centre (3,0) i radi 2 en girar al voltant de
leix d’abscisses.

Trobeu el volum del cos generat per la regié del pla limitada pels eixos de coordenades, la corba d’equacid
y=e 7 ilarecta x =3, en girar al voltant de 1’eix d’abscisses.

Calculeu la derivada de la funcié [ (sint + e') dt.

Determineu els valors de z per als quals s’anul-la la derivada de la funcié F(z) = le_xQ (4t2 — 1) dt.

22
Determineu els valors de x per als quals la funcié F(z) = ff 1(t2 — 1) dt assoleix algun extrem relatiu i digues
de quin tipus es tracta.

Solucions
3zt 1
(a)ﬁ—$3+3x2—m+0 (g) _a:+4+c
1 5 1
b) Z(z—1D*+C h — C
()4($ ) ()x_3 (x+3)2+

x
il 1 .
(c) 4x\/g+ C (i) §e2z+3 +C
8 \4/ 473 22m
3

(d) 2v2z + +C (i) 10e*/% 4 +C
2In2
(e) 4In(z —2)+C (k) sinz +cosz + C
4o +3
(f) 1nx—2z72+0 (1) 4cos(z+m)+C
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(m) 15tg(z/5) + C

(n) 15tg(z/3) +C

(0) 3arcsin(z) + C

(p) 3 arctan(3z) + C
(@) In(223 +2—-9)+C
(r) —Incos(z) + C

Iln (22 -1)+3

(s) arctan(z) — 1 +C

(t) —2arcsin(

(u) 2 (In (tan (

)+ C

Sl

))+ln

INIEY

(cos (5))) + C

(v) 3arcsin(z) —v1—22+C

(w) 1In(2%+1) — arctan(z) + C

(x) 4arctan (%)

2 In(z + cos(z)) + 2

flx)=a3+22—-52+6

3
361 +31+C

rctan (%) +C

L arcsin (xQ) +C

sin ! (°)+C

2" +1)\/(er +1)° +C

(9sin(z) +sin(3z)) + C

(x 4 In(sin(z) 4 cos(z))) + C

e” —log (1 —e®) +4log (2 —e")

(sin(2z) — 2x cos(2z)) + C

—e Y(z+1)+C

(h) (22 — 7)sin(z) + 2z cos(z) + C

(i) z — V1 —aZsin ! (z) 4+ C

(g) x —2cosz+C

(h) e*(@=5) 4 ¢

(a) &+ C (i) 1
(b) z(In(z) — 1)+ C (j) a
(¢) t?(2?) +C (k) 3
(d) —2cos(vz)+C 1 1
(@ §(va+1)"+C (m)
() 5 40 () 7
(&) #Bzr—-2)(z+1)*2+C (0) 3
(h) @ +C (p)
(6] (a) La*(4In(x)—1)+C (f) 1
(b) (z+Hm@z+1)-z+C )
(c) —ge *(sin(2x) + 2cos(2z)) + C
(d) (ztan~'(z) — log (2> +1)) +C
() =2+
(a) 3In(2—z) —3In(1l —2)+ C
(b) 2ln(z+2)— 1In(2—=z)+C
(¢) 2(=1 —In(z) +In(z+ 1)) + C
(d) 24+mIn(l—2)—In(z+1)+C
(&) % (2 +32In(2 = 2) - 2TIn(w — 1) = 5ln(x + 1)) + C
(a) 1 (—% 52— @) + 71n(;1c)) e
(b) % arcsin (32?) + C
(¢) 1 (V1—2%z + arcsin(z)) + C
) Ln(5-2) - In@2—2))+C

4742713 4321n(4—27)
Tn(4) +C

(1) N v/ cos(z)+1

40032(%) L C

(j) arcsininz + C

(f) —2arctan/1—z+C
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(k) e — le=20 4 C (s) 1(z —sin(z)cos(z)) + C
(1) 2y/e* —1 —2arctan (Ve* — 1) +C (t) 3(z +sin(z)cos(z)) + C

(m) —In (2 —sin’(z)) +C (n) —<=@ 4 ¢

(m) $e** Bz —-7)+C (v) Zlsin@tin(2)cos(@)) 4 ¢

1+In2(2)

(0) & n*?(z) + C (w) In(z) +4In(ln(z) — 1)+ C

(p) =+ 4 ¢ (x) Lz (sin(in(z)) + cos(In(z))) + C
(@) = (an(gc) —2In(z) +2) +C (v) 75(9sin(z) + sin(3z)) + C
(r) 2In(1—e*) +3In(e* +1)+C (z) —zx?(cos(In(z)) — 2sin(In(z))) + C
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Selectivitat: Calcul integral

1
@ Considereu les funcions f(x) = 22 i g(z) = —, i la recta x = e.
x

(a) Feu un esboés de la regié delimitada per les seves grafiques i I'eix de les abscisses. Calculeu les coordenades
del punt de tall de y = f(x) amb y = g(x).

(b) Calculeu l'area de la regié descrita en 'apartat anterior.

Considereu la funcié f(x), que depeén dels parametres reals n i m i és definida per

er si z <0
22

flz) = Z+n si O0<ax<2
3x .
7+m si T > 2

(a) Calculeu els valors de n i m perque la funcié sigui continua a tot els conjunt de nombres reals

(b) Per al casn = —4im = —6, calculeu 'area de la regié limitada per la grafica de f(z), l'eix de les abscisses
ilesrectesx =01z =4.

Sabem que una funcié f(x) és continua i derivable en tots els nombres reals, que té com a segona derivada
f"(x) = 6z 1 que la recta tangent en el punt d’abscissa = 1 és hortizontal.

(a) Determineu l'abscissa dels punts d’inflexié de la funcié f i els intervals de concavitat i convexitat. Justifi-
queu que la funcié f té un minim relatiu en z = 1.

(b) Sabent, a més, que la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1 és y = 5, calculeu ’expressié de la funcié

1.

Considereu les rectes y = = i y = 2z, i la parabola y = z2.
(a) Calculeu els punts d’interseccié entre les grafiques de les diferents funcions i feu un esbds de la regié
delimitada per les grafiques.

(b) Calculeu l'area de la regi6 de 'apartat anterior.

Inx

Considereu la funcié f(z) = —.

x

(a) Calculeu el domini de la funcié f, els punts de tall de la grafica de f amb els eixos de coordenades, i els
intervals de creixement i decreixement de f.

(b) Calculeu l'area de la regié del pla determinada per la grafica de la funcié f, les rectes x = 1ix = e, i l'eix
de les abscisses.

Sigui la funcié f(z) = VT + z — 2.

(a) Comproveu que la funcié f(z) compleix 'enunciat del teorema de Bolzano a 'interval [0, 2] i que, per tant,
Pequacié f(z) = 0 té alguna solucié a l'interval (0,2). Comproveu que x = 1 és una solucié de 'equacié
f(z) = 01 raoneu, tenint en compte el signe de f'(x), que la solucié és tnica.

(b) A partir del resultat final de 'apartat anterior, trobeu l’area limitada per la grafica de la funcié f(z), l'eix
de les abscisses i les rectes t =01z = 1.

Siguin les funcions f(z) = 22 — 11 g(x) = 3 — 2.
(a) Feu un esbés de les grafiques de les paraboles y = f(x) i y = g(x) en un mateix sistema d’eixos cartesians
i trobeu els punts de tall amb ’eix de les abscisses, els vertexs i els punts de tall entre les dues grafiques.

(b) Calculeu I'area de la regi6 del semipla y > 0 compresa entre les grafiques de f(z) i g(z).

Sabem que una funcié f(z) esta definida per a tots els nombres reals i que és derivable dues vegades. Sabem
també que té un punt d’inflexi6 en el punt d’abscissa z = 2, que I’equacié de la recta tangent a la grafica de la
funcié f(x) en aquest punt és y = —124x + 249 i que f(—3) = —4.
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(a) Calculeu f”(2), f'(2) i f(2).
(b) Caleuleu [, f/(z) da.
Sigui la funcié f(z) = ———.
cos?
(a) Calculeu una primitiva de la funcid.

(b) Calculeu I’area limitada per la funcié f(x) i l'eix de les abscisses entre les abscisses x =01 z = %

Responeu a les qiiestions segiients:
(a) Comproveu que la recta tangent a la corba y = 22 en el punt d’abscissa = 2 és la recta y = 4o — 4 i
calculeu els punts d’interseccié d’aquesta recta amb els eixos de coordenades.

(b) Calculeu l'area limitada per la corba de lapartat anterior, la recta tangent en x = 2 i I'eix d’abscisses.

Sigui la funcié f(z) = sinz.

(a) Calculeu I'equaci6 de les rectes tangents a la funcié f en els punts d’abscissa = 0 i z = 7, respectivament.
Trobeu les coordenades del punt en que es tallen les dues rectes.

(b) Calculeu l'area de la regi6 limitada per la grafica de la funcié f i les rectes tangents de l’apartat anterior
(en cas de no haver resolt I’apartat anterior, suposeu que les rectes sén y = x i y = —x +, respectivament.
Siguin les paraboles f(z) = 2?2 + k% i g(z) = —2? + 9k>.

(a) Calculeu les abscisses, en funcié de k, dels punts d’interseccié entre les dues paraboles.

(b) Calculeu el valor del parametre k perque I’area compresa entre les paraboles sigui de 576 unitats quadrades.

Sabem que una funcié f(z) té per derivada f'(z) = (z + 1)e* i que f(0) = 2.

(a) Trobeu l'equaci6 de la recta tangent a y = f(x) en el punt de la corba d’abscissa « = 0.
(b) Calculeu l'expressi6 de f(z).

Responeu a les qiiestions segiients:

3

(a) Determineu 'equacié de la recta tangent a la corba y = z* en el punt d’abscissa z = 2.

(b) Calculeu l’area de la regi6 plana finita limitada per la corba y = 3 i la recta y = 3z — 2.

Sigui f la funcié f(z) = x - sinz. Calculeu la primitiva de la funci6é de f que passa pel punt (g, 0) (unitats en

radians).

2
)

Calculeu l'area de la regié del pla limitada en el primer quadrant per les grafiques de les funcions y = z
y=4z?iy=09.

De la funcié polinomica P(z) = 2® + ax® + bx + 2 sabem que

5
- té un extrem relatiu en el punt d’abscissa = —3: - la integral definida en l'interval [0, 1] val T

Calculeu el valor dels parametres a i b.

Donada la funcié f(z) = +/x — 11 la recta horitzontal y = k, amb &k > 0.

(a) Feu un esbds del recinte limitat per les grafiques de la funcid i la recta, i els eixos de coordenades.

(b) Trobeu el valor de k sabent que I’area d’aquest recinte és igual a 14/3.
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La corba y = 22 i la recta y = k, amb k > 0, determinen una regié plana.

(a) Calculeu el valor de 'area d’aquesta regié en funci6 del parametre k.

(b) Trobeu el valor de k perqué I’area limitada sigui v/6 u2.

Per a x > 1, considereu la funcié f(z) = +vx — 1.

(a) Trobeu I'equacid de la recta tangent a la grafica de f(z) en el punt d’abscissa igual a 10.

(b) Calculeu I’area del recinte limitat per la grafica de f(z), la recta d’equacié x = 5 i l'eix OX.

x?—1

Definim les funcions f(x) = a(1 — 2%) i g(x) = =———, en qué a > 0,
a
(a) Comproveu que I'area del recinte limitat per les grafiques de les funcions és:

4(1+ a?)
3a

(b) Calculeu el valor del parametre a perqué aquesta area sigui minima.
Sigui f(a) = fol/a(a2 + 22%) dx per a > 0.

1
(a) Comproveu que f(a) = 38 +a.

(b) Calculeu el valor del parametre a perque la funcié f(a) tingui un minim relatiu.

Calculeu I’area del recinte limitat per les corbes d’equacié f(z) = 22 —x + 21 g(x) = 5 — 32.

8 2
Sigui f(x) = 5 Xx+ 1 Trobeu 'area del recinte limita per la grafica d’aquesta funcié, I'eix OX i les rectes x = 0

ix=2.

Considereu les corbes y = 4z — 22 i y = 22 — 6.
(a) Trobeu-ne els punts d’interseccid.
(b) Representeu les dues corbes en una mateixa grafica, on es vegi clarament el recinte que limiten entre elles.
(¢) Trobeu l'area d’aquest recinte limitat per les dues corbes.

Considereu la funcié f(z) = sr:(aigx)’ amb a > 0.
a

(a) Trobeu els punts de tall de la funcié f(x) amb 'eix OX.

(b) Comproveu que larea del recinte limitat per la grafica de la funcié f(x) i 'eix d’abscisses no depeén del
valor del parametre a.

Se sap que certa funcié derivable F'(x) verifica les condicions segiients:

1

Fl(x):%

i F(1)=3

(a) Trobeu F(z).
(b) Calculeu 'area compresa entre F(x) i eix OX des de z =0 fins a = = 1.
Busqueu els extrems relatius i els punts de tall amb els eixos, i feu una representacié aproximada de la corba

d’equacié y = z* — 22. A continuacié, calculeu I’area del recinte tancat per aquesta corba i I’eix d’abscisses.

T

Donada la funcié f(z) = ———:
522 — 4

(a) Calculeu la integral [ f(z) dx
(b) Trobeu la primitiva F' de f que compleixi F'(1) = 1.
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