CAPITULO D

Espacio Euclideo

5.1. Producto escalar

Producto escalar
Se llama producto escalar a toda aplicacion:

f: VgXVg _,R
(U, V) — f(U,)=u-7

verificando los siguientes axiomas de definicion:

Ax1 - U >0sid #0

Ax.2 U -0 =7 - . ( Propiedad conmutativa )

Ax3 U - (V+ W)= -V + U - 0. (Distributiva respecto de la suma de vectores).
AxA XU -T)=\U)- T =" -(A\7) YrAeR

f-RExR® __ | R
Ejemplo (7,7) — f(7,7):7-7:x1-w2+y1-y2+21-@

Siendo 7 = (xl,yl,z1) y 7 = ($27y2722)

Propiedades
() 7 - T=0 < 7=0 b) -0 =0 VeV

Matriz asociada al producto escalar
Sea B = (27{,275,273) una base de V3(R) y U, dos vectores libres de coordenadas respecto de la base:
U = (T1,91,21) ¥ v = (72, Y2, 22).
Aplicando las propiedades del producto escalar y del espacio vectorial:

U = (561171> + y1172> + 21173>) : (562171> + y2172> + zousz) =

= (z122) (4] - 1) + (w1y2) (Ul - U3) + (z122) (Ui - U5) + (y12)(Wh - uf) + (yrye) (U3 - U3) + (y122) (U3 - 04

+ (z122) (Wb - ul) + (21y2) (U - u3) + (2122) (43 - uh)

Es la expresion coordenada del producto escalar. Empleando las matrices:

WU T
7~7=(x1,y1,21)<u Uy up-up gg) <y2>
U3 - U] U3 - U2 U3 - U3 22



Espacio Euclideo 5.1 Producto escalar

Por la definicion de producto escalar, la matriz es simétrica y su diagonal principal positiva.
Para calcular el producto escalar bastard conocer los productos escalares de los elementos de la base
elegida entre si.

Espacio vectorial euclideo
Sea V3 un espacio vectorial real tridimensional y - un producto escalar definido en €l. El par formado por
(V3,+) recibe el nombre de espacio vectorial euclideo.

Sea & el espacio de los puntos, (V3(R),-) el espacio vectorial eu-
clideo de dimension tres y f la aplicacion que asociaba puntos con vectores, entonces a la terna (€, (V3(R), ), f)
se llama espacio afin euclideo.

Norma de un vector
Sea W € V3 se llama norma del vector U vy se denota \]7\] a la raiz cuadrada positiva del producto escalar

del vector W por st mismo:
||| =+Vu -
Propiedades de la norma
] =0
2. |7 =0 < w=20

3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: | - o'| < ||| || V]|

—_

4. Desigualdad triangular: |7 + o|| < |||+ || V]|
AT = (

Siendo @ = (x1,y1,21) y con la definicién del producto escalar del ejemplo anterior.

Ejemplo; I = +y/a3 + a3 + a3

t

Espacio vectorial normado
A un espacio vectorial en el cual se define una norma, recibe el nombre de espacio normado

Vector unitario
Sea U un vector de un espacio vectorial normado, diremos que el vector es unitario si su norma es igual
a uno: ||| =1

Los vectores de la base candnica son unitarios: [[e{|] = [[e3]| = [[e3]] = 1

Por ejemplo: ||ef]| = +1/(1,0,0) - (1,0,0) = +v/1 =1

Ejemplo:

Vectores ortogonales
Dos vectores Y U no nulos son ortogonales si su producto escalar es cero.

ULY = W-T=0

Ei o Los vectores de la base candnica son ortogonales dos a dos.
JEMPIOH | Por ejemplo: € - €5 = (1,0,0) - (0,1,0) =1-0+0-1+0-0=0
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Espacio Euclideo 5.2 Angulos entre vectores

Proposiciéon 5.1 Tres vectores, no nulos, de V3, dos a dos ortogonales forman una base del espacio vec-
torial.

Demostracion

Dada la familia de vectores F = {7, v, E?} ortogonales dos a dos y no nulos.
Supongamos que uno de los vectores, U, es combinacién lineal de los otros.

Jo,feRtalque W =a -V +8-4
Multiplicando escalarmente por el vector 0 y aplicando las propiedades del producto escalar:
U-d=a- (U -T)+p-(q-0)
Por hipétesis son ortogonales dos a dos :
- d=a0+5-0=0

Si el producto escalar de un vector por si mismo es nulo implica que el vector U es el vector nulo (Contra-
diccién), por tanto los vectores de la familia son no nulos.

Por lo tanto los vectores son linealmente independientes y aplicando las consecuencias del teorema de
Steinitz, forman una base del espacio vectorial V3.

Base ortonormal
Una base de un espacio vectorial euclideo es ortonormal si sus vectores son unitarios y ortogonales dos a
dos.

Ejemplo:| La base canénica B = {€1, €3, e3} es una base ortonormal.

Proposicion 5.2 Expresion del producto escalar en una base ortonormal

Sea B = {a, 3, e_3>} y los vectores U = (x1,91,21) ¥ v = (xg,yg,zg). Y la expresion (5.2):
%
wou b
7'7:(561,3/1,21)(’[1% ’U%Q% ’U%
LA R

g
u3 - up u3 2 - U3

00 9
(1)(1) y2 =1 -T2+Y1-Y2+ 2122

Ezpresion analitica del producto escalar en una base ortonormal (candnica).

gms

Por ser una base ortonormal:

U -V = (x1,y1,21) (

[Nl

5.2. Angulos entre vectores

Angulo de dos vectores
Sean U,V € V3(R) dos vectores no nulos. Se llama dngulo formado por los dos vectores, y se denota por
(7, 7) al menor de los dngulos formado por dos de sus representantes con origen comun.

-—
[

Figura 5.1: Angulo de dos vectores
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Espacio Euclideo 5.2 Angulos entre vectores

Coseno del angulo de dos vectores
Sean U,V € V3(R) dos vectores no nulos. Se llama coseno del dangulo formado por los dos vectores, y se
denota por cos(W, V) al nimero real:

.
Teillicdl (5:1)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y las propiedades del valor absoluto de un nimero real:

—ZIT < - <[]V

cos(U, V) =

y siendo los vectores no nulos: .
1< ﬁ— <1
il

por lo tanto se demuestra vectorialmente que:
—1<cos(W, V) <1

Seno del angulo de dos vectores
Sean U,V € V3(R) dos vectores no nulos. Se llama seno del angulo formado por los vectores:

sin(W, V) = —i—\/l — cos2(U, ) (5.2)

Teniendo en cuenta que el dngulo de dos vectores estd comprendido en el intervalo [0,7] el seno siempre es
Ppositivo

Producto escalar en forma clasica
De la definicion (5.1) se deduce:

o (AR N cos(L, V) si T #
-77_{ i 74

Es la definicion cldsica del producto escalar de dos vectores.

Proposicion 5.3 Expresion analitica del producto escalar
Consideremos una base ortonormal del espacio vectorial y los vectores U = (1,y1,21) ¥ T = (z2,y2, 22)

entonces: n n
xrix 212
008(7’7) B 122 T Y1Y2 122

Vol +yi+ 2 Vad+ i+ 23

Cosenos directores
Se llaman cosenos directores del vector U, los cosenos de los dngulos que forman los vectores de la base
con el vector U.

Sea B = {27{ U3, 275} una base ortonormal. Los cosenos directores del vector 7 = (z,y,2) son

(7 7 — _u- ﬁ — HY

m COS(ui, = = =
R i Va2 +y? + 22
W) = Y2 0 _ Y

" COsS(Uu2, = 7= =
(.0 = gy Va2 +y? + 2
(T2 7 — _us- ﬁ — z

m COS(us, = = =
S i Va2 +y? + 22
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Espacio Euclideo 5.3 Producto vectorial

Calcular los cosenos directores del vector « = (3, —4,5) respecto de la base canénica.

. cos(el. W 3 __3

sl W) = e T T 52
Ejemplo:

. =0 4 _ —4
cos(ez, ) = VT (42152 52

. cos(et. W 5 _ _95
cos(es, W) = \/32 T )

5.3. Producto vectorial

Sea B una base ortonormal del espacio vectorial.

Producto vectorial
Llamamos producto vectorial de dos vectores W = (r1,y1,21) ¥ v = (z2,Y2, 22) y lo denotaremos por UNY
al vector de V3 de coordenadas:

UAT =T A

Yo Z2u+

21 961}17_’_‘961 yl@
z2 X2 2 Y2

La manera mds facil de recordar el producto vectorial es en forma de determinante:

ui up uh
1 Y1 21
2 Y2 22

UANY =

Propiedades del producto vectorial

1) Anticonmutativa: @ AV = -0 A W
2) Distributiva:  A(V +W)=U AT+ A AT
3) Asociativa escalares: A7) A T = AW A V)

AT =10

Las demostraciones de las propiedades se dejan al lector.

5.3.1. Interpretacion geométrica del producto vectorial

—
Dados dos vectores @ y ¥ no nulos y sus representantes OA y @ con origen comun:

Departament de matematiques -50- Institut Joan Ramon Benapres



Espacio Euclideo 5.4 Producto mixto

Y

0 - B

Figura 5.2: Interpretacién geométrica del producto vectorial

Construimos el paralelogramo OABC' y trazamos la altura correspondiente al lado OB.

1 A || = 2|7 ]| sin(Z, V) = || ]| | 7] sin o = ||| H?H,ﬁhﬂ =7 h

El médulo (norma) del producto vectorial de dos vectores es igual al drea del paralelogramo que tiene
por lados dichos vectores(Fig. 5.2).

Proposicion 5.4 Area de un triangulo

%
Sea el triangulo de vértices A, B y C. Construimos los vectores ad = E y b = B La superficie del
tridngulo es igual a la mitad del drea del paralelogramo de vértices ABCD (fig.(5.3)).

. 1
Area del tridngulo ABC = 5“7 A ?H

A — c
b

Figura 5.3: Area de un triangulo

Proposicion 5.5 Area de un poligono
Para calcular el drea de un poligono cualquiera, basta descomponerlo en triangulos.

5.4. Producto mixto

Producto mixto
Dados tres vectores 7, 7,3 € V3(R) se llama producto mixto de los vectores, y se denota [7,7,ﬁ] al
nimero real: U - (U A W).

[ ]:Vgx%

XVg_,R
(), )

(2.7, 8] =T (TAD)

b
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Espacio Euclideo 5.4 Producto mixto

Proposicion 5.6 Expresion coordenada del producto mixto
Sea B una base ortonormal y las coordenadas de los vectores respecto de dicha base son:

T = (x1,y1,21), U = (v2,2,22), W = (23,3, 23)

por la expresion coordenada del producto escalar y del producto vectorial:

[773]:(% n Zl).(yz 29 zo X2| |x2 yz‘)zii Z; 2
) 9 9 ) z 9 z x 9 x
Ys 23 3 I3 3 Y3 T3 Y3 23

Propiedades del producto mixto

1 Y1 =1
T2 Y2 22
T3 Y3 23

2) [0, b, cW) = abe|W, ¥, W)
@+, 7, @] = [T, 7,3+ o, T, T
4) [0, 7, W) =V, &, 4] = [, d, V]

5) Antisimétrica:[d, ¥, W] = — [V, W, W]

Las demostraciones se basan en las propiedades de los determinantes y se dejan para el lector.

1) 7,7, W] =0 =0 <= {u, ", W}son linealmente dependientes

(2)
3)
(4)
(5)

5.4.1. Interpretacion geométrica del producto mixto

Sean U, U, W tres vectores no coplanarios del espacio vectorial V3(R). Consideramos el paralelepipedo
de aristas dichos vectores y de altura h (Fig. 5.4).

?7,\

Figura 5.4: Interpretacién geométrica producto mixto

Por definicién de producto vectorial el vector o A W@ tiene la misma direccién que h y el angulo formado
sera « o su suplementario 7 — «

2,7, 8] = - (TAD) = [T A D] cos(T, T AT) =

= || Z|| |V A || (£cosa) = j:||7||.s.||—%ﬂ — +S - h = +Volumen
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Espacio Euclideo 5.4 Producto mixto

Volumen del paralelepipedo es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores que lo
forman.

5.4.1.1. Volumen del prisma triangular

Un paralelepipedo se descompone en dos prismas triangulares iguales. Por tanto, el volumen del prisma
triangular es la mitad del volumen del paralelepipedo.

vzé(mv,m(

Figura 5.5: Volumenes de distintos poliedros

5.4.1.2. Volumen del tetraedro

Un prisma de base triangular se descompone en tres tetraedros iguales. Por tanto, el volumen del
tetraedro es la sexta parte del volumen del paralelepipedo.

v =7 @)

5.4.1.3. Volumen de un poliedro

Cualquier poliedro se puede descomponer en tetraedros por lo tanto el volumen del poliedro sera la
suma de los voliimenes de los tetraedros en los cuales se ha descompuesto.
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Espacio Euclideo 5.5 Problemas métricos

5.5. Problemas métricos

5.5.1. Ecuacién normal del plano

Consideramos B = {27{ , b , 275} una base ortonormal del espacio euclideo. Y el plano m determinado por
el punto P(xo,yo,20) vy los vectores directores U = (v1,v2,v3) y W = (w1, wy,ws) su ecuacién implicita es:

=A(x —x0)+Bly—yo) +C(z — 20) =0 (5.3)
donde:
A= 0203‘ _0301‘ 011}2‘
T wy ws T ws wy wa w2

Sea X = (z,y,z) un punto genérico del plano entonces el vector
1?)_() = (¥ — 20,y — Y0, 2 — 20)

también es un vector del plano 7.
Llamando 77 = (A, B, C) se verifica:

- PX =0

Efectivamente, por la expresién cartesiana del producto escalar en una base ortonormal:
7 AX = (4, B,C) - ((x — 70,y — Yo, 2 — 20)) = A& — 20) + B(y — yo) + C(= — 20)
Teniendo en cuenta la ecuacién (5.3) :

W PX =0T (7 —F)=0 (5.4)

Figura 5.6: Vector normal del plano 7

La expresién (5.4) recibe el nombre de ecuacién normal del plano y el vector 7 de vector normal
o caracteristico del plano w. Aplicando la definicién del producto vectorial:

m@
7/\? vy V2 U3—> v3 V1 [~ +U1
U2 w2 w3 w3 wl w1 w2
w1 w2

[l El vector caracteristico es igual al producto vectorial de los vectores directores del plano.

W =7AT =(AB,0)

[J Por las propiedades del producto vectorial, el vector normal es ortogonal a los vectores direc-

tores del plano:
BT =0 y W-T=0

-
J

En el desarrollo posterior vamos a considerar como base ortonormal la base canénica B, = { i , k

}.

)
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Espacio Euclideo 5.5 Problemas métricos

5.5.1.1. Normalizacion de la ecuacién implicita
Sea m = Az + By + Cz + D = 0 de vector caracteristico @ = (A4,B,C) y su norma ||7|| =
+v' A2 + B2 + (2. Dividiendo la ecuacién por la norma:
D
T+ y+ z+ =0
A2+ B2+ C? 4VAZH B2+ (0?0 +VATE B4 C? VA + B2+ C2
Recibe el nombre de ecuaciéon candnica del plano .

Cosenos directores del plano
Se llaman cosenos directores del plano m, a los cosenos de los dngulos que forma el vector normal con los
vectores de la base.

— A . Ny B . - 7\ C
cos( 17, Z)_+\/A2+B2+C2’ Cos(ﬁ’j)_—i—\/AQ—i—BQ—i—CT COS(n’k)_—i—\/A?—i—BQ—i—CQ

5.5.1.2. Paralelismo entre planos

Dos planos 7, y w9 son paralelos si sus vectores normales tienen la misma direccién.
Sean 1 = A1z + By + Ciz+ Dy =0y m = Asx + Boy + Coz + Dy = 0 sus vectores normales son
n = (A1,B1,Ch) y ng = (Ag, By, Cy) entonces:

Ay By Cy

n _>):1<:>rang(A2 By C2>:1

|| <= 771>||T72 <= rang(ni, nj

5.5.1.3. Haz de planos paralelos

Dado el plano # = Ax + By + Cz + D = 0 se llama haz de planos paralelos al plano 7 al conjunto de
todos los planos paralelos a .

La ecuacién del haz de planos es: A(x — ) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0 siendo P(x¢, y0, 20) un punto
cualquiera del espacio.

5.5.2. Ecuacién normal de la recta

Dada la recta r = (P, 7) como interseccién de dos planos y aplicando la ecuacién normal del plano
(5.4):

Az + By +Ciz+ Dy =0 (@ —P) =0
:{A2x+B2y+ng+D2:0ﬁ{%-(?—?) 0 (5.5)

Las ecuaciones (5.5) reciben el nombre de ecuacién normal de la recta siendo:
ni = (A1, B1,Ch) 5 = (Ag, By, Cy)

Consecuencia
El vector director de la recta (7) es vector director de los dos planos, por lo tanto:

7J_n_1> y 7J_n_2>

Aplicando las propiedades del producto vectorial:
U = n1 A\ no

5.5.3. Angulos de dos rectas
Sean las rectas (P, W) y s(Q, V)

Se llama dngulo formado por las rectas v y s al menor de los
dngulos que forman los vectores directores 0 Y .

Medida del angulo de dos rectas
Se llama medida del dngulo formado por las rectas r y s al numero real o que verifica
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Espacio Euclideo 5.5 Problemas métricos

. s
+ cosa = "0ses3
Si las rectas vienen dadas en forma continua:
T:$—$1_y—y1_2—21 5:$—$2_y—y2_2—22
- (75} ug us - V1 () (%3

U1V + u2v9 + uzvs

denotando por « el dngulo de las dos rectas: cosa =
Vul +u3 +ugy/of +of + o

5.5.3.1. Perpendicularidad entre rectas

Dos rectas son perpendiculares si lo son sus vectores direccionales.
rlse=sd LT =4 -7 =0
Siendo U = (a1,b1,c1) ¥y U = (ag, by, c2) entonces:

TJ_S<:>7J_7<:>a1a2+blbg+6162=0

5.5.4. Angulos de dos planos
Sean las planos 7 = (P,n}) y 7 = (Q,n3)

Angulo de dos planos
Se llama dngulo formado por los planos ™ y ©' al menor de los dngulos que forman los vectores normales
— =
ny yna.

Figura 5.7: Angulo entre dos planos

Medida del angulo de dos planos
Se llama medida del dngulo formado por los planos w y 7' al nimero real o que verifica:
TT{ . 77‘_2>  0<a<

" COSQY = ==
|[ni]] {[n2]]

R

5.5.4.1. Perpendicularidad entre planos

Dos planos son perpendiculares si lo son sus vectores normales.
7TJ_7T’<:>771>J_772><:>771>-772>:0
Siendo 1} = (A1,B1,C1) y n% = (Ag, By, Cs) entonces:

7l el L n}e AjAy+ B1By+ C1Cy =0
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Espacio Euclideo 5.5 Problemas métricos

5.5.5. Angulos de recta y plano
Sea la recta r = (P, 7) y el plano 7(Q, W)

Angulo de recta y plano
Se llama dngulo formado por la recta y el plano al dngulo formado por la recta y la proyeccidén de ésta
sobre el plano.

Dicho angulo es el complementario del angulo formado por el vector director de la recta y el normal del
plano.

Figura 5.8: Angulo de recta y plano

Medida del angulo de recta y plano
Se llama medida del dngulo formado por la recta r y el plano © al nimero real o que verifica:

. sina:cos(%—a) :W%

s 0<a<

VR

En forma implicita:

r—r Y-y -2
a b c

T=Ax+By+Cz+ D=0

ﬁ
Il

entonces:

aA+bB+ cC
Va2 + b2 + 2/ A2 + B2 + C?

sino =

5.5.5.1. Perpendicularidad de recta y plano

Una recta y un plano son perpendiculares si el vector director de la recta y el vector
normal del plano son paralelos.

r L= U||7 = rang(d,7) =1

Sz'ﬁz(a,b,c) yﬁ:(A,B,C) entonces: v | = A4 =D _C siendo a #0,b#0,c#0

a h — ¢
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Espacio Euclideo 5.5 Problemas métricos

Figura 5.9: Perpendicularidad entre recta y plano

5.5.5.2. Paralelismo de recta y plano

Una recta y un plano son paralelos si el vector director de la recta y el vector normal del
plano son perpendiculares.
Flresd L7 u -7 =0

Si = (a,b,c¢) y T = (A, B,C) entonces: r||m <= aA+bB +cC =0

o

Figura 5.10: Paralelismo de recta y plano

5.5.6. Distancia entre puntos

Sean P y Q dos puntos del espacio afin euclideo. Se llama distancia del punto P al punto
Q y se denota por d(P,Q) a la norma del vector PQ).

Figura 5.11: Distancia entre dos puntos
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Espacio Euclideo 5.5 Problemas métricos

Si las coordenadas de los puntos son: P(x1,y1,21) vy Q(x2,y2, 22), la expresién cartesiana de la distancia es:

d(P,Q) = |[PQI| = 17 ~ Bl = +/(@2 — 1) + (g2 — 1) + (22 — 21)?

5.5.7. Distancia de un punto a un plano

Se llama distancia del punto P al plano 7 y se denota por d(P,m) a la norma del vector

—
PP’ donde P’ es el punto de interseccion del plano m con la recta perpendicular al plano por el punto P.

Figura 5.12: Distancia de un punto a un plano

Sea m = (P, 7) siendo el vector 7 unitario y r L 7 pasando por el punto P. Por la definicién de coseno

en el tridngulo rectdngulo de vértices PP’ Py:

—
PP e
Jcos(BP, 1) = 0L P = || BB - con(R0, )|

|RD|
%

Al considerar que el vector 7 es unitario:
——
1P| = [IIRPI| - [7]]- cos(RoP, )| = |RoP - T

Por lo tanto:

d(P, 1) = ‘Jﬁ)ﬁ‘

En forma cartesiana: Si P(x1,y1,21), 1= Az + By+ Cz+ D =0y Py(xg,y0,20) €T
RP = (x1 — 20, Y1 — Y0, 21 — 20); [ (A,B,C)

_ 1
A2+ BT+ (2

(51— 20 — onzs — 70 - B O
1 0,Y1 — Yo, 21 0 \/m

Efectuando el producto escalar y que el punto Py € m <= Axg+ Byg+ Cz9+ D = O:

d(P,7) = ‘Jﬁ)ﬁ‘ -

_|Ax1+By1+Cz1+ D
=T o
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Espacio Euclideo 5.5 Problemas métricos

5.5.7.1. Casos particulares

5.5.8.

Si P € 7 entonces d(P,m) = 0.

D

— oS Tt La distancia del

Si el punto P es el origen de coordenadas entonces: d(O,)

origen a un plano es el valor absoluto del término independiente de la ecuacién normal candnica del
plano.

Distancia entre planos

Se llama distancia del plano w al plano 7' y se denota por |d(w,7")| al nimero real:

minimo{d(P,Q) | Pem y Q € 7'}.

Figura 5.13: Distancia entre planos

Teniendo en cuenta la posicién relativa de dos planos en el espacio:

Si los planos son secantes 7 N 7" = r la d(7, ") =0
Si los planos son coincidentes 7 = 7’ la d(7,7') = 0

Si los planos son paralelos 7|7’ la d(m, ") = d(P,n") siendo P un punto cualquiera del plano 7.

En efecto sean m = Az + By +Cz+ D =0y 7’ = Az + By + Cz + D’ = 0 dos planos paralelos
estrictos D # D’. Entonces:

Ax1+ By +Cz + D’

A2 4+ B?+(C?

Como P € 7 verifica la ecuacién del plano Axy + By; + Cz1 + D = 0, sustituyendo:

d(n, ') = d(P,7') = ‘

D' —-D

A2 4+ B?+(C?

Ecuacion analitica de la distancia entre dos planos paralelos estrictos.

d(n, ) = d(P,7) = ‘
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5.5.9. Distancia de punto a recta

Se llama distancia del punto P a la recta r = (Py, 7) y se denota por d(P,r) a la norma

—
del vector PP', donde P’ es el punto interseccién de la recta dada v con el plano perpendicular a ella que
pasa por el punto P.

Figura 5.14: Distancia de un punto a una recta

—

. . ) . PP
Definicién de seno en un tridngulo rectangulo: sin v = I I
| IR
El vector @ es vector director de la recta, es decir, no nulo:

(PP IR s BoP) _ |[% A RP|
1] Il

%
2P = “H%I?

—
— ||PP|| = |PoP|| sin(W, ByP)

Por lo tanto:

5.5.10. Distancia entre rectas

Se llama distancia de la recta v a la recta s y se denota por |d(r,s)| al nimero real:
minimo{d(P,Q) | P€r yQ € s}.

Teniendo en cuenta la posicién relativa de dos rectas en el espacio:

» Las rectas son secantes o coincidentes entonces d(r, s) = 0.

= Las rectas son paralelas estrictas:
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Figura 5.15: Distancia entre rectas paralelas

T —To Y—Yo 2= 20 r—I y—u zZ—z
pr pry S pry pry
a b c a b c

r

Considerando un punto P(xg,yo,20) de la recta r la distancia entre rectas paralelas es igual a la
distancia del punto P a la recta s.

d(r,s) =d(P,s) siendo Per

» Las rectas se cruzan.

Figura 5.16: Distancia entre rectas se cruzan

Sean r = (P, 7) y s =(Q, 7), construimos los planos:

e 7 paralelo a la recta s y que pase por la recta r.

e ¢ paralelo a la recta r y que pase por la recta s.

Los planos asi construidos son paralelos y su vector normal es H=UANT.

r=(P,7) o=(Q,7)
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Espacio Euclideo
La distancia entre las dos rectas sera la distancia entre los dos planos paralelos, aplicando la férmula

de la distancia:

@-ﬁ(:kﬁw)-@( PG, W, 7]

d(r,s) = d(m,0) = d(P,0) = T AT [T AT]

Q.7
= TRA

Expresién analitica de la distancia entre dos rectas que se cruzan.

Sean las rectas r y s de ecuaciones:
L—To Y=Y _ 2= %0 s rT—T1  Y—UYl Z— 2
a1 b1 Cc1 a2 by C2

r

Entonces:
T1— %o Y1 — Yo %1 — 20

[@57’7] = ai bl C1
a9 b2 Co
_ by c|? [ Jer a1* |ar by]?
||7/\7||_+\/‘52 ey Tlex az| Tlag 52‘

1 — X0 ylb—yo T1 — 20
a 1 C1
az bo c2

d(r,s) = 5 ; ;
\/bl c1 car|”, |a bl‘

by 2| T|ea as az by
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5.5.11. Problemas de simetria
5.5.11.1. Simétrico de un punto respecto de un plano

Hallar el punto simétrico de P respecto del plano # = Az + By + Cz+ D = 0.
= Si P € 7 entonces su simétrico es el mismo punto P.

s Sea P exterior al plano 7w y P’ su simétrico.

Figura 5.17: Simétrico de un punto respecto a un plano

Trazamos la recta r perpendicular al plano 7 y por el punto P. Sea M el punto de interseccién de la
recta r y el plano 7. El punto M es el punto medio del segmento de extremos Py P’. Calculadas las
coordenadas del punto medio y conocidas las del extremo P se calculan las coordenadas del punto
simétrico P’.
5.5.11.2. Simétrico de un punto respecto de una recta
Hallar el punto simétrico de P respecto de la recta r = (Q, 7)

= Si P € r entonces su simétrico es el mismo punto P.

» Sea P exterior a la recta r y P’ su simétrico.

Figura 5.18: Simétrico de un punto respecto a una recta

Trazamos el plano 7 perpendicular a la recta r y por el punto P. Sea M el punto de interseccién de
la recta r y el plano 7. El punto M es el punto medio del segmento de extremos Py P’. Calculadas
las coordenadas del punto medio, M, y conocidas las del extremo, P, se calculan las coordenadas del
simétrico P’.
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5.5.12. Perpendicular comuin a dos rectas que se cruzan
5.5.12.1. Las rectas vienen dadas en forma vectorial

1. En forma vectorial

Sean r = (P, 7) y s = (Qo, 7)

T = zo+ Aug T = 1+ pvy
=< Y = Yo+ Au S=9q Y = Y1+ pve
z = zp+ Aug z = 21+ pvs

Sea t la recta perpendicular comin que es secante a las dos rectas. Sean Py @) los puntos de corte
con r y s ,respectivamente.

Por pertenecer P € r sus coordenadas son P(zg + Au1, yo + Aug, 2o + Aug) para un valor de A € R.
Por pertenecer ) € s sus coordenadas son Q(z1 + pv1,y1 + pve, 21 + pvs) para un valor de p € R.

Construimos el vector ]@ director de la recta t perpendicular. Entonces:

J%Lﬁ — (uhw,w&)'@:o (5.6)

P J_ﬁ <~ (Ul,vg,vg)-PﬁZO

Las ecuaciones (5.6) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas A y u. Una vez resuelto
el sistema y sustituyendo en las coordenadas de los puntos y en el vector P(?) obtenemos la ecuacion
de la perpendicular comin s = (P, PQ).

2. En forma interseccion de dos planos

El vector director de la perpendicular comun ¢ serd W =UANT por ser perpendicular a las dos
rectas.

Construimos los siguientes planos:

= Plano determinado por la recta r y el vector W= (P, 7, W)
= Plano determinado por la recta s y el vector W:io= (Q, 7, ﬁ)

La interseccion de los dos planos es la recta perpendicular a r y s

t=rmNo

5.5.12.2. Las rectas vienen dadas como interseccién de planos

Dadas r =7 N7’ y s = o0 No’. Los planos cuya interseccién es la perpendicular comun ¢ perteneceran
a los haces de planos de aristas r y s.
Construimos los siguientes planos:

= Plano « del haz determinado por la recta r y perpendicular a la recta s.
= Plano  del haz determinado por la recta s y perpendicular a la recta r.
La intersecciéon de los dos planos es la recta perpendicular a r y s
s=anp

En la practica depende del enunciado del problema para utilizar uno de los métodos anteriores.
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Ejercicios

Hallar las ecuaciones de la perpendicular comin a las rectas:

xr = =743\ r = 1+3u
r=<y = 4-2\ s=< Yy = —-94+2u
z = 443X z = —12—p

Sean P(—7 4 3X\,4 —2X,3\) v Q(1 + 3u, —9 + 21, —12 — u) los puntos de corte con r y s de la recta s
perpendicular comtn.
El vector director de la recta s serd un vector ]@ perpendicular a los dos vectores directores de las
rectas.
PO = (8= 3+ 11, —13 + 2X + 21, —16 — 3\ — 1)

Aplicando la ortogonalidad de los vectores:

%L? — (3,-2,3) - (8 — 3A+ 1, — 13+ 2\ + 2, —16 — 3A — 1) = 0
L7 = (1,2,-1) - (8 =3A+ 11, =134+ 20 + 241, =16 — 3\ — p1) = 0

1
e A — 90
Resolviendo el sistema: { 121)?\ _:_32/7 _ % - E;)
Sustituyendo en el vector Pﬁ %, —%, —%)
Simplificando el vector director de la perpendicular comtin: & = (2,—-3,—4).
Tomando el punto P(—%, % 119 ) La ecuacién de la recta pedida en forma paramétrica:
- a0
S = Yy = 1214 3a
z = 19 —4a
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