Definicidn de funcién continua

Definicién |
Sea la funcién real f: Dy — Ry a € R, |a funcién es continua en
T = a si verifica:
Q ac Df
Q@ Jlim f(z)=1€R.
xr—ra

Q lim f(x) =1 = f(a).

Definicién |l
Sea la funcién real f: Dy — Ry a € R, la funcién es continua en

x = a si verifica:

31 f(z) = /(a)

Tr—a
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Definicion de discontinuidad.

Si una funcién NO es continua en = a entonces es discontinua en a € R

Definicién de discontinuidad evitable

La funcién f: Dy — R es discontinua evitable en a € R si
a € Df

Jlim f(z) eRy o

r—a

Si a € Dy entonces h’gn f(z) # f(a)
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Definicion de discontinuidad de salto finito

La funcién f: Dy — R es discontinua de salto finito en a € R si
existen los dos Iimites laterales son finitos pero distintos.

3 lim f(x) =1

r—a

y = 3 lim f(x)
3 lim f(z)=m

z—at

| A\

Definicién de salto

Sien z = a € R presenta una discontinuidad de salto, se llama salto de
la funcién a la diferencia entre el limite por al derecha y el limite por la
izquierda.

Af= lim f(z)— lim f(z)=m—1

z—a™t T—a~

Angel Mediano Morando Institut Joan Ramon Benapres-Sitges Continuidad de una funcién



Definicion de discontinuidad asintética

La funcién f: Dy — R es discontinua asintética en a € R si, al
menos, UNO de los Iimites laterales tiende a INFINITO

+00 +00 +00

lim f(z) = 6 6 lim f(z)= 6 6 lim f(x) = 6
T—a— r—at T—a

—00 —00 —00
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Definicidn de tasa de variacidon media

Sea la funcién real f: Dy — R se llama tasa de variacién media en el

intervalo [a,b] C Dy, al cociente entre el incremento de la variable
dependiente y el incremento de la variable independiente.

r_ Ay f(b) = f(a)
TV.M =22 = ———

Interpretacion geométrica de la TVM
La TVM es la pendiente de la cuerda que une los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)) de la gréfica de la funcién.
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Definicion de derivada de una funcién en un punto

Definicidon

Sea f: Dy — Ry a € Dy la DERIVADA DE LA FUNCION EN EL
PUNTO z = a es el limite, si existe, del cociente entre el incremento de
la variable dependiente y el incremento de la variable independiente
cuando ésta tiende a a.
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Interpretacion geométrica de la derivada

Interpretacion

La derivada de una funcién en un punto, si existe, es la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcién en dicho punto.

fix)-fla)
a

m_=tang=f(a)= lim
T x=a X~

T=y-f(a)=F(a)- (x-a)
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Derivadas laterales
Derivada lateral por la izquierda

Sea f: Dy — Ry a € Dy la DERIVADA LATERAL POR LA IZQUIERDA
EN EL PUNTO z = a es el limite, si existe, del cociente entre el incremento de
la variable dependiente y el incremento de la variable independiente cuando
ésta tiende a a POR SU IZQUIERDA.

f(a™) = lim M — lim w

T—a— xr—a h—0 —h

Derivada lateral por la derecha

Sea f: Dy — Ry a € Dy la DERIVADA LATERAL POR LA DERECHA EN
EL PUNTO z = a es el limite, si existe, del cociente entre el incremento de la
variable dependiente y el incremento de la variable independiente cuando ésta

tiende a a POR SU DERECHA.

f/(aJr) = lim M = i w

m
z—at T —a h—0 h
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Teorema 1

Si la funcién f es derivable en z = a ENTONCES Ia funcién es continua
en a.
f derivable = f continua

<

Consecuencias

@ Si la funcién NO es continua en a € Dy entonces NO es
DERIVABLE en a.

@ La condicién NECESARIA, NO SUFICIENTE, para que una funcién
sea derivable en un punto es que sea CONTINUA.
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Teorema 2

Condicién necesaria y suficiente

La condicién | NECESARIA Y SUFICIENTE |, para que una funcién sea
derivable en un punto es que sea continua, existan las derivadas laterales

y sean iguales.
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Teorema (Teorema 2)

Creciente
., i Estrictamente creciente
Sea f: Dy — R wuna funcion . Si f es ) en
Decreciente

Estrictamente decreciente

xo € Dy ‘y f es derivable en zg ‘ entonces

Teorema (Teorema 3)

Sea f: Dy — R una funcién derivable en el punto xo € Dy. Si

I (x0) >0 . estrictamente creciente
, entonces la funcién en xg es ) )
f(xo) <0 estrictamente decreciente

no se puede afirmar nada. La funcién puede ser creciente,

decreciente o no.
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Definiciones

Definicién (Maximo absoluto)

La funcién f : Dy — R alcanza en a € Dy un MAXIMO ABSOLUTO
siVz € Dy se verifica || f(z) < f(a) ||

Definicién (Minimo absoluto)

La funcién f : Dy — R alcanza en a € Dy un MINIMO ABSOLUTO si
Vz € Dy se verifica || f(x) > f(a) ||
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Definiciones

Definicién (Maximo relativo)

La funcién f : Dy — R alcanza en a € Dy un maximo relativo (local)

si 3E(a,r) tal que Vz € E(a,r) N Dy se cumple que|| f(a) > f(z)

Definicién (Minimo relativo)

La funcion f : Dy — R alcanza en a € Dy un minimo relativo (local)

si 3E(a,r) tal que Vx € E(a,r) N Dy se cumple que|| f(a) < f(z)

NOTA

Todos los extremos absolutos son locales pero NO todos los locales
son absolutos. Los extremos locales son CANDIDATOS a ser extremos
absolutos.
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Teoremas

Teorema (Condicién necesaria de punto critico)

Sea f: Dy — R derivable en z, € D¢, S/ la funcion alcanza un
extremo local en x,, entonces su derivada es nula, f'(zo) = 0.

v
Interpretacion del teorema

@ Si la funcién es derivable en un punto y la derivada es cero, recta

tangente paralela al eje de abscisas, dicho punto es CANDIDATO a
extremo local.

o El reciproco del teorema, en general, NO ES CIERTO. La funcién

f(x) = 23 su derivada en 0 es f/(0) = 0 y la funcién no alcanza
extremo local.
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Ejemplo

@ En el punto P la derivada es
cero (tangente horizontal) y la
funcién no alcanza extremo
local.

. @ En el punto @ la derivada es
cero (tangente horizontal) y la
funcién alcanza extremo local
/;/ (méximo relativo).

@ En el punto R la derivada es
cero (tangente horizontal) y la
Y funcién alcanza extremo local
(minimo relativo).

@ En el punto S la funcién NO es
derivable y la funcién alcanza
extremo local (maximo
relativo).
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Teorema (Condicién suficiente de punto critico. Criterio de la primera

derivada)

Sea f: Dy — R una funcién que verifica:
@ f es continua en Dy y f'(xo) = 0.

@ f es derivable en un entorno del punto xy (por su izquierda y
derecha).

fl(®o—h) <0y f'(xg+h)>0
f(wo—h)>0y f'(zg+h) <0

MINIMO
MA’X/MO} RELATIVO O LOCAL.

entonces si { } la funcién alcanza

enx = xg un{
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Pautas a seguir en los ejercicios de extremos locales

© Hallar el dominio maximo de la funcién, Dy.
@ Calcular la primera derivada de la funcién, f’y su dominio
Df/ - Df.
© CANDIDATOS a EXTREMOS LOCALES (PUNTOS
CRITICOS):
o Los ceros de la funcién derivada f'(x) = 0, condicién necesaria si la
funcién es derivable.
o Los valores del dominio Dy que NO PERTENEZCAN al dominio de
Dy
@ Estudiar el SIGNO DE LA PRIMERA DERIVADA en los
alrededores de los candidatos con f/(z) = 0 (monotonia de la
funcién).
©@ RAZONAR si son extremos locales aplicando la condicién suficiente
del cambio de signo de la primera derivada.

@ Si el punto NO es derivable, realizar un estudio local de la funcién
en el punto (definicién de extremo local).
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Curvatura de una funcién Definiciones
Idea intuitiva

Definiciones

Definicién (Céncava ()
La funcion f es céncava en el intervalo [a,b] si Va1, xs € [a,b] todo

punto del segmento AB, con A(x1, f(x1)) y B(x2, f(z2)) queda por
encima de la grdfica de la funcién en el intervalo [a, b]

Aplicaciones de la derivada. Curvatura y puntos de inflexién
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Curvatura de una funcién Definiciones
Idea intuitiva

Definicién (Convexa ()

La funcién f es convexa en el intervalo [a, b] siVz1,z2 € [a,b] todo
punto del segmento AB, con A(x1, f(x1)) y B(x2, f(z2)) queda por
debajo de la grdfica de la funcién en el intervalo [a, b

=

~.

/ I
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Curvatura de una funcién

Consideremos que las funciones son, al menos, dos veces derivables. J

Si la funcién es céncava, U, enton- Si la funcidn es convexa, N, enton-
ces la gréfica de la funcidén queda por ces la grafica de la funcién queda por
encima de las tangentes. debajo de las tangentes.

Interpretacion de las tangentes

@ Si las pendientes de las tangentes, f/, es creciente, entonces la
funcién es céncava.

@ Si las pendientes de las tangentes, f/, es decreciente, entonces la
funcién es convexa.
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Curvatura de una funcién Definiciones
Idea intuitiva

Criterio de la segunda derivada

Sea f una funcién derivable, al menos, dos veces en el intervalo I

o Si ‘f” )>0,Vz el ‘ entonces la funcién es céncava.

o Si ‘f” ) <0,V el ‘ entonces la funcién es convexa.

@ Si f”(xz) =0 en algdn punto de I, CASO DUDOSO, no decide el
criterio de la segunda derivada.
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Definiciones
Puntos de inflexién Teoremas

Definiciones

Definicién (Punto de inflexién)

La funcion f: Dy — R alcanza en xy € Dy un PUNTO DE

INFLEXION si la funcién cambia de curvatura, es decir, pasa de céncava
a convexa o de convexa a concava.

Definicién (Tangentes)
La funcion f: Dy — R alcanza en xo € Dy un PUNTO DE

INFLEXION si es derivable, 3 f' v la tangente geométrica atraviesa la
grdfica de la funcion en el punto (g, f(x0)).

\
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Definiciones
Puntos de inflexién Teoremas

Teoremas

Teorema (Condicién necesaria de punto de inflexién)

Sea f: Dy — R derivable, al menos, dos veces en zg € Dy, Sl la
funcién alcanza un punto de inflexion en x, entonces su segunda
derivada es nula, f"(z¢) = 0.

Interpretacion del teorema

@ Si la funcién es, al menos, dos veces derivable en un punto y la
segunda derivada es cero, dicho punto es CANDIDATO a punto de
inflexion.

@ El reciproco del teorema, en general, NO ES CIERTO. La funcién
f(z) = x* su segunda derivada en 0 es f”/(0) =0 y la funcién no
tiene punto de inflexién en (0,0).
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Definicioi
Puntos de inflexién Teoremas

Teorema (Condicién suficiente de punto de inflexién. Criterio de la
segunda derivada)

Sea f: Dy — R una funcion que verifica:
f derivable, al menos, dos veces en un entorno de xo y f"(z¢) =0
f"(xo—h) <0y f"(xo+h) >0

entonces si o) la funcién alcanza

f"(xo—h) >0y f'(xg+h) <0
enx = xy un PUNTO DE INFLEXION.

(xg+h)>0 (xg+h)>0

P(xy,f(x))

(xo-h)<0 (xgh)<0
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Teorema de Weierstrass

Teorema (Teorema de Weierstrass)

Toda funcién continua definida en un interval cerrado [a,b] alcanza
extremos absolutos (mdximo y minimo).

o El teorema es de existencia, si se verifican las hipdtesis entonces es
cierto.

@ Si alguna hipdtesis no se verifica, la funcion PUEDE alcanzar
extremos absolutos en el dominio de la funcién.

o Ejemplos (GEOGEBRA): aqui



http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/teorem_weier.html

Teorema de Bolzano

Teorema (Teorema de Bolzano)

Sea f una funcién continua en [a,b] y| f(a) - f(b) < 0 | entonces
dec € (a,b) tal que f(c) = 0.

o El teorema es de existencia, si se verifican las hipdtesis entonces la
funcién tiene, al menos, un cero en el intervalo (a,b).

@ Si alguna hipdtesis no se verifica, la funciéon PUEDE tener CEROS.

@ Interpretacion grafica: si se cumplen las hipétesis del teorema de
Bolzano, la gréfica de la funcién corta al eje de abscisas en el
intervalo (a,b), al menos, en un punto.

o Gréficamente (GEOGEBRA): aqui

Bolzano-inecuaciones

Sea f una funcion CONTINUA:
e Si f‘ ‘entonces ‘ f(z)>00 f(zx) <0 ‘

@ Entre dos ceros consecutivos, el signo de la funcién se mantiene. D



http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/bolzano.html

Teorema de Rolle

Teorema (Teorema de Rolle)

Sea f una funcion continua en [a,b], derivable en (a,b) y| f(a) = f(b)

entonces Jc € (a,b) tal que f'(c) = 0.

o El teorema es de existencia, si se verifican las hipdtesis entonces la
funcién tiene, al menos, en el intervalo (a,b) un valor en el cual la
primera derivada se anula.

@ Si alguna hipdtesis no se verifica, la funcién PUEDE que la derivada
se anule en algtin punto intermedio.

@ Interpretacion geométrica: si se cumplen las hipétesis del teorema de
Rolle, al menos, en un punto del intervalo (a,b) la tangente a la
gréfica de la funcién es paralela al eje de abscisas: mr = f'(c) = 0.

o Gréficamente (GEOGEBRA): aqui



http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/rolle.html

Ceros de una funcién. Raices de una ecuacién

Corolario

Sea f una funcion derivable entonces entre dos ceros consecutivos de la
funcion existe, al menos, un cero de su funcion derivada.

Demostracidon

Sean a y b los dos ceros consecutivos de la funcién f. Consideremos la

funcion definida en el intervalo [a,b]. En dicho intervalo se verifican las
hipdtesis del teorema de Rolle: f es continua en el cerrado, derivable en
el abierto y f(a) = f(b) =0 por lo tanto Jc € (a,b) tal que f'(c) =0,

con lo cual el corolario queda demostrado.

@ Si f’ no posee raices entonces la funcién f, como maximo,
tendra un cero.

@ Si f’ posee una raiz entonces la funcién f, como méaximo,
tendrd dos ceros.

@ De la misma forma se puede razonar si tiene dos, tres,-- -, ceros la
funcién derivada.




Teorema de Lagrange

Teorema (Teorema de Lagrange)

Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces

dc € (a,b) tal que f'(c) = %

@ Si alguna hipdtesis no se verifica, la funciéon PUEDE que se cumpla
la tesis del teorema.

@ Interpretacion geométrica: si se cumplen las hipdtesis del teorema de
Lagrange, al menos, en un punto del intervalo (a,b) la tangente a la
grafica de la funcidn es paralela a la secante que une los puntos de
abscisa z = ay x =b: mr = f/(¢) = MsecanteAB-

o Gréficamente (GEOGEBRA): aqui



http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/lagrange.html

Teorema de I'Hépital

Teorema (Teorema de I'Hépital)

Si f y g son dos funciones derivables en un entorno E de a,
fla)=g(a) =0y f'(a) #£0,9'(a) # 0 en el entorno reducido E* de a
z) .. f(=)

entonces 3 1im -2 = Iim )
r—a g(i) r—a g’(LL)

Al . . ... 0
o El teorema de I'Hopital se aplica para la indeterminacién 0 pero se

puede aplicar para cualquier indeterminacién siempre que se

00
transforme en — o —.
0 o

o El teorema se puede aplicar el nimero de veces que se quiera
siempre que las funciones sean derivables.

o El teorema es dtil para calcular limites pero no siempre su aplicacién
es la mds rdpida para el cdlculo de limites.




Definicién (Ramas de una funcién)

Una f: Dy — R tiene una RAMA INFINITA cuando z, f(x) o ambas
crecen infinitamente. El punto P(x, f(z)) se aleja infinitamente.

Definicién (Asintotas de una funcién)

Si las ramas se aproximan a unas rectas entonces dichas rectas reciben el
nombre de asintotas de la funcion. Son las rectas tangentes a la grdfica
en el infinito. La palabra en griego significa que no coincide.

>
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Asintotas verticales

Definicion

La recta|[z = a|| es una ASINTOTA VERTICAL de Ia funcién si:

Q lim f(z) = £o0 Qs h'm+ f(z) = oo Qs a}l_r)naf(a:) =*o0

Asintotas horizontales

Definicion

La recta ||y =b|| es una ASINTOTA HORIZONTAL de la funcién si:

Q@ lim f(z)=0 o Q@ lim f(z)=0b

T——00 Tx—+00
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Si la funcién no posee asintotas horizontales entonces puede tener
asintotas oblicuas.

Asintota oblicua

La recta es asintota oblicua de la funcién f si:

o w_l}'xlloo[f(a:)—(mw-Fn)] =0 2 émgrfw[f(x)—<mw+n>] =0
P(x.f(x))
Q(x,mx+n)
]
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Célculo de la pendiente m

Si la recta y = mx + n es asintota oblicua se verifica la definicién.

lim {f(x)—(mx—l—n)]zo < lim f(z)= lim (m:c—i—n)

rz—Fo0 r—+oo rz—+oo
Im —== lim (——— | = lim (m+—)=m
r—+oco z—+o00 € r—+oo x
, X
m = lim M
r—+oco I

| A

Casos a estudiar

e Sim € R\ {0} entonces la funcién puede tener asintota oblicua.
@ Sim = 0 entonces la funcién tiene RAMA PARABOLICA EN LA
DIRECCION DEL EJE DE ABSCISAS (recta de pendiente cero).

e Sim= :I:/oo entonces la funcién tiene RAMA PARABOLICA EN LA
DIRECCION DEL EJE DE ordenadas (recta de " pendiente infinito”)

v
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Calculo de n.si m # 0

Despejando n de la definicién de asintota oblicua:

n= h’im {f(x) —x}

IO

4
Casos a estudiar

@ Si n € R entonces la recta y = mz + n es asintota oblicua.

@ Si n = +oo entonces la funcién NO tiene asintota oblicua. La
funcién "se enrolla” alrededor de la recta y = mzx.
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Asintotas verticales: En primer lugar hay que estudiar la continuidad de
la funcién y clasificar los puntos de discontinuidad. Los
puntos donde la funcién presente DISCONTINUIDAD
ASINTOTICA permite calcular las rectas que son
asintotas verticales de la funcién. Una funcién f(x) puede
tener infinitas asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Si la variable independiente x puede tender a
—00 0 400 la funcién puede tener asintotas horizontales.
El ndmero MAXIMO es de DOS, una cuando z — —c0 y
otra si — +o0.

Asintotas oblicuas: Siempre en el caso que no tenga asintotas
horizontales, es decir lim f(z) = +o0 0

Tr—r—00

lim f(z) = %00, se calcula el valor de la posible
r—r+00
pendiente m y se razona tal como esta explicado.
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P(x)
o)

@ Asintotas verticales: Dominio de la funcién y continuidad.

Caso particular, funciones f(x) =

@ Asintotas horizontales y oblicua:

Si grad(P(z))[ < Jgrad(Q(x)) entonces la recta y = 0 es asintota
horizontal.

Si grad(P(z))[=Jgrad(Q(z)) entonces la recta

coeficiente principal de P(x) , .
= = — es asintota horizontal.
coeficiente principal de Q(x)

Si grad(P(x))‘ =grad(Q(z) + 1) ‘ entonces se efectda la divisién
entre los polinomios y la recta y = polinomio cociente es la asintota
oblicua de la funcién.

Si grad(P(x))‘ > grad(Q(z) + 2 ‘) entonces la funcién presenta
ramas parabdlicas en la direccién del eje de ordenadas.
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Dominio de la funcién

Subconjunto Dy CR para los cuales la funcién estd definida.

Simetrias

Q Si f(—z) = f(z) Y € Dy entonces la funcién f es par, su grafica
es simétrica respecto del eje de ordenadas

@ Si f(—z) = —f(x) Vz € Dy entonces la funcién f es impar, su
gréafica es simétrica respecto del origen de coordenadas

| A\

Periodicidad

La funcién f es periddica si existe t €R* tal que

flz+1t) = f(x)Vz € Dy.

Al menor de los valores ¢ que verifican la definicién se le llama periodo
principal de la funcién y se denota por 7.

La gréfica de la funcién se dibuja en el intervalo [0,7") y se completa por
periodicidad en todo su dominio D.

A\
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Cortes con los ejes de coordenadas

@ Con el eje de abscisas: son las soluciones del sistema formado por la
funcién y = f(x) y la ecuacién del eje: y = 0.

@ Con el eje de ordenadas: son las soluciones del sistema formado por
la funcién y = f(x) y la ecuacién del eje: © = 0. Con el eje de
ordenadas como maximo hay un punto de corte: (0, f(0)).

Continuidad de la funcién

Estudio de la continuidad de la funcién, clasificando los puntos de
discontinuidad.

Especial atenciéon a los puntos zy en los cuales la funcién presenta
una discontinuidad evitable.

Asintotas y ramas parabdlicas

@ Asintotas verticales: z = a.

@ Asintotas horizontales: y = b.

© Asintotas oblicuas: y = mx +n

© Ramas parabdlicas en las direcciones de los ejes de coordenadas
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Estudio de la primera derivada de la funcién

:E()Enyxongr
xo tal que f'(x9) =0

@ Puntos criticos:

@ Estudio del signo de la primera derivada.
f(x) >0
f'(z) <0

© Determinar la monotonia y los extremos locales de la funcién.

Resolver las inecuaciones:

v

Estudio de la segunda derivada de la funcién

xo € Df Y Zo ¢Dfu
xo tal que f"(xg) =0

@ Candidatos:

© Estudio del signo de la segunda derivada.
f'(x) >0
f"(@) <0

© Determinar la curvatura y los puntos de inflexién de la funcién.

Resolver las inecuaciones:
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Primitiva

Definicién (Primitiva de una funcién)

Sea f una funcion de dominio (a,b), la funcion F' de dominio (a,b) es

primitiva de la funcién f |si F'(x) = f(x),Vz € (a,b) ‘

o Existen funciones que NO tienen primitiva, por ejemplo:
sinx

fa) ===y f@)=¢"

o El articulo indeterminado indica que es posible que exista mas de
una primitiva de una funcién.




Hallar, si existe, una primitiva de la funcién f(z) = 2z

@ Por definicién de primitiva, hay que encontrar una funcién tal que su
derivada sea igual a 2z.

@ Recordando la tabla de derivadas, una primitiva puede ser
Fi(x) = 22, pero también Fy(r) = 22 + 2.

o En general ‘F(l) =22+C,VC € R‘.

Interpretacion geométrica

La familia de parabolas
F(zr)=2>+C,VC €R

son primitivas de la funcién lineal

flx) = 2z.




De todas las primitivas de la funcién f(z) allar la que pase por el
punto P(1,3)

Todas las primitivas de f(z) son F(x) = 2% + C, si pasa por el punto P
entonces:
F(1)=3= 124+ C=3= 1+ C =3= C =2, la primitiva pedida

es|F(z) =22 +2




Integral indefinida

Definicién (Integral indefinida de una funcién)

Sea f una funcién de dominio (a,b) al conjunto de | TODAS | /as
primitivas de la funcién recibe el nombre de integral indefinida de /a
funcién.

Notacidn

N
| A

La notacién empleada por Leibniz para la integral indefinida

(antiderivada) es: /f daj = ( ) + C

ntegrar
f(x) F(z)
N—

\




La integral indefinida es lineal

Sean dos funciones f y g que tengan primitiva, F'y G, respectivamente.

Teorema

La funcion suma, , también tiene primitiva y su primitiva es igual

a la suma de las primitivas, .
/(f+g)($) dx = /f(x) dx + /g(x) dr =F(z)+G(z) + C

Demostracion.

Para demostrar que F'(z) + G(x) es una primitiva de (f + g)(x), hay que
derivar:

(F(@) +G@) € F'(2) + G'(2) 2 f(2) + g(x)

(1) Derivada de una suma de funciones, suma de derivadas.

F/(z) = f(x)

C'(2) — g(sy YT EDFNDg

(2) Por definicién de primitiva: {



La funcién | k - f, Vk € R | también tiene primitiva y su primitiva es

k-F, VkeR

/k~f(x) dx:k/f(:c) do = k- F(z)+C

|

Demostracién
Para demostrar que k - F/(x) es una primitiva de k- f(z), hay que derivar:

(k-F(z) Lk-F) Dk fa)

(1) Derivada de una constante por un funcién es igual a la constante por la derivada de la funcién.

(2) Por definicién de primitiva: F/(z) = f(xz), Vx € Df




Tabla de integrales

Funcién Integral inmediata

Integral cuasiinmediata

futa))!

o - A — 5 [ )" (2)de = SREN
" neR n#-1 /1 da 7’71+C u(a)]" - ! (x)dz > +C
1 L i ") 4o 4
1 | zdr =l +0 Lo = In|u(x)| + C
. a* v u(e) a'
a® a*de =—+C a" - (x)de = —
y Ina ¢ Ina
e /e"(l;x' —e4C /M" d(2)de = M) 4 C
sin x /sin zdr = —cosz +C /sin u(z) - u/(x)dz = — cosu(z) + C
cosT / cosadz = sinz + C / cosu(z) - v/(z)dz = sinu(z) + C
1 1 . 1 /(o anu(a Y
- / gt = tanz +C / sostu() V() = tanu(@) + €

dz = arctanz + C'

%d: e ()G,

/

z = arcsinz + C'

(z)

do = arcsinu(z) + C'
1 [u(@)P

/

z = arccosz + C

"
) B S — P

/

1 [u@)P




Integral definida

Integral de Riemann

Sea f :[a,b] — R una funcidn continua: |

e Intl @ Int 2

b
| #a)de =t L7, P) = 1n U (7. P,

Los nimeros a y b reciben el nombre, respectivamente, de limites de
integracion inferior y superior.


http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/intdef_1.html
http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/intdef_2.html

Integral definida

Interpretacion geométrica de la integral definida

b
la f(x)dx es por definicidn, el area del

Si|| f(@) >0, ¥z € [a,1]

a
recinto encerrado entre la gréfica de la funcién, lasrectas z =ay x = b
con el eje de abscisas.

Observacion

b
La integral definida / f(x)dz € R (es UN NUMERO REAL)

negativo, positivo o cero.




Integral definida

Propiedades

Aditividad respecto del intervalo

Sea f una funcién integrable en [a,b] y ¢ € [a, b], entonces:

/f dx—/f dx+/f
Nulidad

Si a = b, entonces f es integrable en [a,b] y

/f

b
Si / f(z)dz =0 NO IMPLICA que a = b.

| \

N




Integral definida

Anticonmutatividad

Sea f una funcién integrable en [a, b], entonces:

b a
/ f(@)de =[] /b Pl

Sean fy g dos funciones integrables en [a, b], entonces:

./ '+ g)(2)de = / ' fw)dz + / ol

b b
° / k-f(x)da::k/ f(z)dz, VkeR




Integral definida

Sean f y g dos funciones integrables en [a,b] y | f(z) > g(x) |, V& € [a, ],

entonces:

Valor absoluto

s\
fuyl
e
8
N—
o
8
v
:\
fuyl
=N
8
SN—
o
)

Sea f una funcién integrable en [a, b], entonces:

/abf(x)dx /ab

f(z) ’d:c




Integral definida

Teorema (Teorema del valor medio para funciones continuas)

Sea f : [a,b] — R continua, entonces 3c € (a,b) tal que

b
/ f@)de = (b—a)- f(c)

Interpretacion geométrica del teorema del valor medio

rb
/ f(z)dz = (b—a)- f(c)

filab) — R




Integral definida

Definicién (Funcién integral)

Sea f una funcién continua en [a,b]. Se llama funcién integral de f, y se
designa por F, a la funcién de:

e dominio [a, b] o Vz € [a,b], F(x) = ft)dt

Int-geo-fun



http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/teor_valor_medio_int.html

Teorema fundamental del cdlculo integral

Teorema

T
Si f es continua en [a,b], entonces la funcién integral F(x) = / f(@)dt
es ¢

DERIVABLE en [a,b]|y| F'(x) = f(x), V& € [a,b]




Integral definida

Teorema (Regla de Barrow)
Si f es CONTINUA en [a,b] y G es UNA PRIMITIVA de la funcion f,

entonces:

/ f(z)dz = G(b) - G(a)

Demostracion

|

Por el teorema fundamental del cdlculo, la funcién integral F'(z / (@)

es UNA primitiva de la funcién f, F'(x) = f(z). y la funcién G(zx), por
hipdtesis, también es una primitiva de la funcién f. Si dos funaones son
primitivas de la misma funcién, se diferencian en una constante:

3C € R tal que ’ F(z) =G(z)+C Wm € [a,b]

Siz =a=F(a) =G(a) + C= /a ft)dt =0 = G(a) + C=C = —G(a)

Siz = b==F(b) = G(b) — G(a)=> [ f(t)dt = G(b) — G(a)

Ja




Integral definida

Teorema (Teorema de Barrow general)

Si f es una funcion acotada en |a,b] y discontinua evitable en un nimero
finito de puntos del intervalo y G es continua en [a,b] y primitiva de f
excepto en los puntos de discontinuidad de f, entonces:

a

b b
/a fla)de = [G@)} — G(b) — G(a)

Calcular las integrales definidas:




ATENCION

@ Si f es integrable pero no tiene primitivas entonces NO se puede
aplicar la regla de Barrow.

.y 22 . 0 o
La funcién f(xz) = e~ es continua en todo su dominio y es
integrable, pero no se puede aplicar el la regla de Barrow.

@ Si la funcién presenta discontinuidades asintéticas, no se puede
aplicar la regla de Barrow.

No se puede aplicar la regla de Barrow para calcular la siguiente

1

. 1 ,

|ntegralz/ —dz. jPor qué?

1T

@ Si el intervalo de integraciéon NO estd acotado, no se puede aplicar
la regla de Barrow.

No se puede aplicar la regla de Barrow para calcular la siguiente

+oo
integral: / z%dz. jPor qué?
0




Integral definida

Cambio de variable en una integral definida

Si f es continua en [a,b] y = g(t) es un cambio de variable tal que g y

gle)=a

, entonces:
g(d)=1b

g’ son funciones continuas y

b d
[ ta@de= [ (rog)®)- g0 ot

Geogebra



http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/cambio_variable_int_def.html

Aplicaciones de la integral definida.
[ Je]

Superficies

Aplicando la interpretacidon geométrica de la integral definida:
b
e Si f(x) >0, Vx € [a,b], entonces la / f(z)dz es el drea

a
(superficie) del trapecio mixtilineo, limitado por el eje de abscisas,
las rectas x = a 'y = b y la gréfica de la funcién f(x).

@ Si la regidn estd por encima, (f(z) > 0) y por debajo del eje de
abscisas (f(x) < 0), entonces:

o Puntos de corte con el eje de abscisas que pertenezcan al intervalo

[a, b]. \
os5- |

()] = / Fx)dz — / f(x)da:+/; F(z)dz

N
N4




Aplicaciones de la integral definida.
oe

Superficies

Superficie entre dos funciones

La superficie limitada por las graficas de las funciones continuas f y g tal
que f(ﬂ?) > g(:c) Vz € [CL, b] , Y las rectas © = a 'y x = b, viene

expresada por:

s= [ ) i

Geogebra


http://dl.dropbox.com/u/40533335/beamer/areas.html

Sea f : [a,b] — R continua. |

Particién del intervalo [a, b]:
en=1yn=2
on=4yn=38
en=16yn=32

Vox = ﬂ/ab [f(x)rdx




	continuidad
	Definición
	Discontinuidades
	Ejemplo

	derivadas1
	Definición de tasa variación media
	Interpretación geométrica
	Ejemplos

	Definición de derivada
	Tasa de variación instantánea
	Interpretación geométrica de la derivada
	Ejemplos
	Derivadas laterales

	Teoremas
	Derivada y continuidad
	Derivadas laterales y derivada en el punto
	Ejemplo

	Ejercicios propuestos

	derivadas2
	Monotonía de una función
	Definiciones
	Teoremas
	Ejemplos

	Extremos de una función
	Extremos absolutos
	Extremos relativos (locales)
	Teoremas
	Ejemplos


	teoremas
	Teoremas de continuidad y derivabilidad
	Teorema de Weierstrass
	Teorema de Bolzano
	Teorema de Rolle
	Ceros de una función. Raíces de una ecuación
	Teorema de Lagrange
	Teorema de l'Hôpital
	Ejemplos


	asintotas_upc
	graficas
	integral1
	Integral indefinida
	La integral indefinida es lineal

	integral_def
	Integral definida
	Aplicaciones de la integral definida.
	Superficies
	Volumen de un cuerpo de revolución


	curv_pi.pdf
	Curvatura de una función
	Definiciones
	Idea intuitiva

	Puntos de inflexión
	Definiciones
	Teoremas



