
6.1 Ĺımites Función real de variable real

6.1. Ĺımites

1© Dada la función f(x) =, calcular, si existen, los ĺımites:

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8

−1
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a) ĺım
x→−∞

f(x)

b) ĺım
x→−2−

f(x)

c) ĺım
x→−2+

f(x)

d) ĺım
x→−2

f(x)

e) ĺım
x→0−

f(x)

f ) ĺım
x→0+

f(x)

g) ĺım
x→0

f(x)

h) ĺım
x→2−

f(x)

i) ĺım
x→2+

f(x)

j ) ĺım
x→2

f(x)

k) ĺım
x→1

f(x)

l) ĺım
x→+∞

f(x)

a) ĺım
x→−∞

f(x) = 2

b) ĺım
x→−2−

f(x) = +∞

c) ĺım
x→−2+

f(x) = +∞

d) ĺım
x→−2

f(x) = +∞

e) ĺım
x→0−

f(x) = +∞

f ) ĺım
x→0+

f(x) = 1

g) 6 ∃ ĺım
x→0

f(x)

h) ĺım
x→2−

f(x) = 5

i) ĺım
x→2+

f(x) = 5

j ) ĺım
x→2

f(x) = 5

k) ĺım
x→1

f(x) = 2

l) ĺım
x→+∞

f(x) = −∞

2© Sea la función f(x) cuya gráfica es la ad-
junta:

(a) Hallar el dominio máximo de la fun-
ción y su recorrido.

Df = (−10, 7] \ {−4, 3}
Imf = (−4,5 , 4)

(b) Hallar, razonadamente y si existen,
los siguientes ĺımites:
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−3
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1 2 3 4 5 6 7 8−1−2−3−4−5−6−7−8−9−10

bc

bc

bc

b

bc

(i) ĺım
x→−10−

f(x). No se puede calcular el ĺımite por la izquierda en un punto si no hay función definida a

su izquierda.

(ii) ĺım
x→−10+

f(x). El ĺımite existe y las imágenes por la derecha tienden a 4. ĺım
x→−10+

f(x) = 4

(iii) ĺım
x→−9

f(x). Los ĺımites laterales existen y son iguales:







ĺım
x→−9−

f(x) = 2

ĺım
x→−9+

f(x) = 2
entonces ĺım

x→−9
f(x) = 2
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(iv) ĺım
x→−4−

f(x). El ĺımite existe y las imágenes por la izquierda tienden a −4, 5. ĺım
x→−4−

f(x) = −4, 5

(v) ĺım
x→−4+

f(x). El ĺımite existe y las imágenes por la derecha tienden a −1. ĺım
x→−4+

f(x) = −1 .

De los apartados anteriores se deduce: ∄ ĺım
x→−4

f(x) .

(vi) ĺım
x→0

f(x). Los ĺımites laterales existen y son iguales:







ĺım
x→0−

f(x) = 1

ĺım
x→0+

f(x) = 1
entonces ĺım

x→0
f(x) = 1

(vii) ĺım
x→3−

f(x). El ĺımite existe y las imágenes por la izquierda tienden a 5
2 . ĺım

x→3−
f(x) =

5

2

(viii) ĺım
x→3+

f(x). El ĺımite existe y las imágenes por la derecha tienden a 5
2 . ĺım

x→3+
f(x) =

5

2
.

De los apartados anteriores se deduce: ∃ ĺım
x→3

f(x) =
5

2
.

(ix) ĺım
x→7−

f(x). El ĺımite existe y las imágenes por la izquierda tienden a 0. ĺım
x→7−

f(x) = 0

(x) ĺım
x→8+

f(x). No se puede calcular el ĺımite en un punto si no hay función definida ni a su izquierda ni

a su derecha.

3© Sea la función f(x) =































−1

x+ 4
si x < −4

−3 si x = −4
1

4
x2 − 2 si − 4 < x < 2

4− 2
√
x− 2 si x > 2

:

(a) Hallar el dominio máximo de la función.

(b) Calcular, razonadamente, los ĺımites:

(i) ĺım
x→−∞

f(x) (ii) ĺım
x→−4

f(x) (iii) ĺım
x→2

f(x) (iv) ĺım
x→+∞

f(x)

(a) Hallar el dominio máximo de la función.

Dominios de las funciones:

Si f1(x) =
−1

x+ 4
entonces Df1 = {x ∈ R|x+ 4 6= 0} ∩ (−∞,−4) = (−∞,−4)

Si x = −4 entonces f(−4) = −3 =⇒ − 4 ∈ Df

Si f2(x) =
1

4
x2 − 2 entonces Df2 = R ∩ (−4, 2) = (−4, 2).

Si f3(x) = 4− 2
√
x− 2 entonces Df3 = {x ∈ R|x− 2 > 0} ∩ (4,+∞) = (2,+∞)

El dominio de la función es:

Df = Df1 ∪ {−4} ∪Df2 ∪Df3 = R \ {2}

(b) Calcular, razonadamente, los ĺımites:

(i) ĺım
x→−∞

f(x) = ĺım
x→−∞

−1

x+ 4
=

−1

−∞ = 0 .

(ii) ĺım
x→−4

f(x). Ĺımites laterales:

ĺım
x→−4−

f(x) = ĺım
h→0

f(−4− h) = ĺım
h→0

−1

��−4− h+ �4
= ĺım

h→0

−1

−h
=

−1

−0
= +∞

ĺım
x→−4+

f(x) = ĺım
h→0

f(−4 + h) = ĺım
h→0

[

1

4
(−4 + h)2 − 2

]

= 4− 2 = 2

∄ ĺım
x→−4

f(x)
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(iii) ĺım
x→2

f(x). Ĺımites laterales:

ĺım
x→2−

f(x) = ĺım
h→0

f(2− h) = ĺım
h→0

[

1

4
(2− h)2 − 2

]

= 1− 2 = −1

ĺım
x→2+

f(x) = ĺım
h→0

f(2 + h) = ĺım
h→0

[

4− 2
√

�2 + h− �2
]

= 4

∄ ĺım
x→2

f(x)

(iv) ĺım
x→+∞

f(x) = ĺım
x→+∞

[

4− 2
√
x− 2

]

= 4−∞ = −∞

La gráfica de la función es:

1
2
3
4
5
6

−1
−2
−3
−4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112−1−2−3−4−5−6−7−8−9−10

bc

bc

bc

b

4© Calcular los ĺımites:

a) ĺım
x→1

x2 + 5x− 6

2x3 − 7x− 4x2 + 9

ĺım
x→1

x2 + 5x− 6

2x3 − 7x− 4x2 + 9

0
0= ĺım

x→1

����(x− 1)(x+ 6)

����(x− 1)(2x2 − 2x− 9)
= ĺım

x→1

x+ 6

2x2 − 2x− 9
=

7

−9
= −7

9

b) ĺım
x→−2

3x2 + 5x− 2

x2 + 4

ĺım
x→−2

3x2 + 5x− 2

x2 + 4
=

12− 10− 1

4 + 4
=

0

8
= 0

c) ĺım
x→3

3x2 − 5x− 12√
3x+ 7− 4

ĺım
x→3

3x2 − 5x− 12√
3x+ 7− 4

0
0= ĺım

x→3

(3x2 − 5x− 12) · (
√
3x+ 7 + 4)

(
√
3x+ 7− 4) · (

√
3x+ 7 + 4)

=

= ĺım
x→3

3x2 − 5x− 12

3x+ 7− 16
· ĺım
x→3��������:8

(
√
3x+ 7 + 4)

0
0= 8 · ĺım

x→3

����(x− 3) · (3x+ 4)

3����(x− 3)
=

= 8 · 13
3

=
104

3
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d) ĺım
x→−∞

(

√

x2 − 6x+ 4−
√

x2 + 2x− 3
)

= ∞−∞, indeterminación

ĺım
x→−∞

(

√

x2 − 6x+ 4−
√

x2 + 2x− 3
)

=

= ĺım
x→−∞

(√
x2 − 6x+ 4−

√
x2 + 2x− 3

)

·
(√

x2 − 6x+ 4 +
√
x2 + 2x− 3

)

(√
x2 − 6x+ 4 +

√
x2 + 2x− 3

) =

= ĺım
x→−∞

x2 − 6x+ 4− (x2 + 2x− 3)√
x2 − 6x+ 4 +

√
x2 + 2x− 3

= ĺım
x→−∞

��x
2 − 6x+ 4���−x2 − 2x+ 3√

x2 − 6x+ 4 +
√
x2 + 2x− 3

=

= ĺım
x→−∞

−8x+ 7√
x2 − 6x+ 4 +

√
x2 + 2x− 3

(∞
∞

)
=

−8

1 + 1
= −4

ĺım
x→−∞

(

√

x2 − 6x+ 4−
√

x2 + 2x− 3
)

= −4

e) ĺım
x→−2

√
x2 − 3x− 1−

√
x+ 11

3x2 + 2x− 8
=

√
9−

√
9

12− 4− 8
=

0

0
, indeterminación

ĺım
x→−2

√
x2 − 3x− 1−

√
x+ 11

3x2 + 2x− 8
=

= ĺım
x→−2

(√
x2 − 3x− 1−

√
x+ 11

)

·
(√

x2 − 3x− 1 +
√
x+ 11

)

(3x2 + 2x− 8) ·
(√

x2 − 3x− 1 +
√
x+ 11

) =

= ĺım
x→−2

1√
x2 − 3x− 1 +

√
x+ 11

· ĺım
x→−2

x2 − 3x− 1− x− 11

3x2 + 2x− 8
=

1

6
ĺım

x→−2

x2 − 4x− 12

3x2 + 2x− 8

( 0
0
)

=

=
1

6
ĺım

x→−2

����(x+ 2) · (x− 6)

����(x+ 2) · (3x− 4)
=

1

6
·
( −8

−10

)

=
2

15

ĺım
x→−2

√
x2 − 3x− 1−

√
x+ 11

3x2 + 2x− 8
=

2

15

f ) ĺım
x→2

(

x2 + 2x− 4

x− 2
− 2x+ 4

x2 − 2x

)

= ∞−∞, indeterminación

Suma de fracciones algebraicas, el m.c.m. de los denominadores es x(x− 2):

ĺım
x→2

(

x2 + 2x− 4

x− 2
− 2x+ 4

x2 − 2x

)

= ĺım
x→2

x(x2 + 2x− 4)− (2x+ 4)

x(x− 2)
= ĺım

x→2

x3 + 2x2 − 6x− 4

x(x− 2)

( 0
0
)

=
Ruffini

= ĺım
x→2

����(x− 2) · (x2 + 4x+ 2)

x ·����(x− 2)
=

4 + 8 + 2

2
= 7

ĺım
x→2

(

x2 + 2x− 4

x− 2
− 2x+ 4

x2 − 2x

)

= 7

g) ĺım
x→2

2x3 − 9x2 + 12x− 4

x3 − 2x2 − 4x+ 8
=

0

0
IND
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Descomponiendo factorialmente los polinomios:

2 −9 12 −4
2 4 −10 4

2 −5 2 0

2 4 −2

2 −1 0

1 −2 −4 8
2 2 0 −8

1 0 −4 0

2 2 4

1 2 0

ĺım
x→2

2x3 − 9x2 + 12x− 4

x3 − 2x2 − 4x+ 8
= ĺım

x→2

�����
(x− 2)2(2x− 1)

�����
(x− 2)2(x+ 2)

= ĺım
x→2

2x− 1

x+ 2
=

3

4

ĺım
x→2

2x3 − 9x2 + 12x− 4

x3 − 2x2 − 4x+ 8
=

3

4

h) ĺım
x→3

√
x2 − 4x+ 12−

√
x3 − 5x− 3

2x2 − x− 15
=

0

0
IND

Multiplicar numerador y denominador por el conjugado del numerador.

ĺım
x→3

√
x2 − 4x+ 12−

√
x3 − 5x− 3

2x2 − x− 15
=

= ĺım
x→3

(√
x2 − 4x+ 12−

√
x3 − 5x− 3

)

·
(√

x2 − 4x+ 12 +
√
x3 − 5x− 3

)

(2x2 − x− 15) ·
(√

x2 − 4x+ 12 +
√
x3 − 5x− 3

) =

= ĺım
x→3

1√
x2 − 4x+ 12 +

√
x3 − 5x− 3

· ĺım
x→3

(x2 − 4x+ 12)− (x3 − 5x− 3)

2x2 − x− 15
=

=
1

6
· ĺım
x→3

−x3 + x2 + x+ 15

2x2 − x− 15

0
0=
1

6
ĺım
x→3

−����(x− 3)(x2 + 2x+ 5)

����(x− 3)(2x+ 5)
=

1

6
· −20

11
= −10

33

Descomposición factorial:

−1 1 1 15
3 −3 −6 −15

−1 −2 −5 0

3 −3 −15

−1 −5 −20

ĺım
x→3

√
x2 − 4x+ 12−

√
x3 − 5x− 3

2x2 − x− 15
= −10

33

i) ĺım
x→2

(

1

2− x
− 3

8− x3

)

= ∞−∞ IND

ĺım
x→2

(

1

2− x
− 3

8− x3

)

= ĺım
x→2

( −1

x− 2
− −3

x3 − 8

)

= ĺım
x→2

(

3

x3 − 8
− 1

x− 2

)

Descomponiendo factorialmente el polinomio x3 − 8 = (x− 2)(x2 + 2x+ 4).

El m.c.m. de los denominadores es: x3 − 8 = (x− 2)(x2 + 2x+ 4):

ĺım
x→2

(

3

x3 − 8
− 1

x− 2

)

= ĺım
x→2

3− (x2 + 2x+ 4)

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)
= ĺım

x→2

−x2 − 2x− 1

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)
= ∞
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ĺım
x→2

(

1

2− x
− 3

8− x3

)

= ∞

j ) ĺım
x→−∞

(

√

3x2 − 5x+ 8− x
)

= +∞+∞ = +∞

k) ĺım
x→−∞

(

√

x2 + 4x+ 5−
√

x2 + 2
)

= ∞−∞ IND

Multiplicar numerador y denominador por el conjugado.

ĺım
x→−∞

(

√

x2 + 4x+ 5−
√

x2 + 2
)

=

= ĺım
x→−∞

(√
x2 + 4x+ 5−

√
x2 + 2

)

·
(√

x2 + 4x+ 5 +
√
x2 + 2

)

√
x2 + 4x+ 5 +

√
x2 + 2

=

= ĺım
x→−∞

x2 + 4x+ 5− x2 − 2√
x2 + 4x+ 5 +

√
x2 + 2

= ĺım
x→−∞

4x+ 3√
x2 + 4x+ 5 +

√
x2 + 2

∞

∞=

= ĺım
x→−∞

�x
(

4 +
3

x

)

�x
(

√

1 +
4

x
+

5

x2
+

√

1 +
2

x2

)

=
4

1 + 1
= 2

ĺım
x→−∞

(

√

x2 + 4x+ 5−
√

x2 + 2
)

= 2

l) ĺım
x→+∞

1√
x2 − 5x+ 3− x

=
1

∞−∞ IND

Multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador:

ĺım
x→+∞

1√
x2 − 5x+ 3− x

= ĺım
x→+∞

√
x2 − 5x+ 3 + x

(√
x2 − 5x+ 3− x

)

·
(√

x2 − 5x+ 3 + x
) =

= ĺım
x→+∞

√
x2 − 5x+ 3 + x

��x
2 − 5x+ 3−��x

2

∞

∞= ĺım
x→+∞

�x
(

√

1− 5

x
+

3

x2
+ 1
)

�x
(

−5 +
3

x

)
= −2

5

ĺım
x→+∞

1√
x2 − 5x+ 3− x

= −2

5

ĺım
x→+∞

5
√
32x5 + 4x2 − 3 +

√
9x2 − 3

2− 5x
=

∞
∞

El numerador y el denominador tienen grado uno, se extrae factor común x:

ĺım
x→+∞

5
√
32x5 + 4x2 − 3 +

√
9x2 − 3

2− 5x
= ĺım

x→+∞

�x

(

5

√

32 +
4

x3
− 3

x5
+

√

9− 3

x2

)

�x
( 2

x
− 5
)

=
2 + 3

−5
= −1

ĺım
x→+∞

5
√
32x5 + 4x2 − 3 +

√
9x2 − 3

2− 5x
= −1
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5© Hallar, si existen, las aśıntotas de la funciónf(x) =























2x2 + 5x− 3

x+ 2
si x < −2

6 si x = −2

3x2 + 5x− 2

2x2 + 10x+ 12
si x > −2

Dominio de la función:

Si x < −2 el denominador no se anula en (−∞,−2).

2 tiene imagen: 2 ∈ Df .

Si x > −2 el denominador es: 2x2 + 10x+ 12 = 2(x+ 2)(x+ 3), no se anula en (−2,+∞).

El dominio de la función es: R

Aśıntotas verticales: ∀a ∈ R \ {−2} se verifica ĺım
x→a

f(x) = f(a) ∈ R, no verifica la definición de aśıntota

vertical. En x = −2:































ĺım
x→−2−

f(x) = ĺım
h→0

f(−2− h) = ĺım
h→0

2(−2− h)2 + 5(−2 − h)− 3

��−2− h��+2
=

8− 10− 3

−0
= +∞

ĺım
x→−2+

f(x) = ĺım
h→0

f(−2 + h) = ĺım
h→0

3(−2 + h)2 + 5(−2 + h)− 2

2(−2 + h)2 + 10(−2 + h) + 12
=

= ĺım
h→0

3h2 − 12h(((((+12 − 10 + 5h��−2

2h2 − 8h�����
+8− 20 + 10h���+12

= ĺım
h→0

3h2 − 7h

2h2 + 2h

0
0= ĺım

h→0

�h(3h − 7)

�h(2h + 2)
= −7

2

La recta x = −2 es aśıntota vertical si x −→ −2−

Aśıntotas horizontales:



















ĺım
x→−∞

f(x) = ĺım
x→−∞

2x2 + 5x− 3

x+ 2

∞

∞= ĺım
x→−∞

2x���
1

2

�x
= −∞

ĺım
x→+∞

f(x) = ĺım
x→+∞

3x2 + 5x− 2

2x2 + 10x+ 12

∞

∞= ĺım
x→+∞

3��x
2

2��x
2
=

3

2

La recta y =
3

2
es aśıntota horizontal cuando x −→ +∞

Aśıntota oblicua Si hay será cuando x −→ −∞ . Efectuando la división de los polinomios:

2x2 +5x−3 x +2
−2x2 −4x 2x+1

x −3
−x −2

−5

Aplicando el algoritmo de la división:
2x2 + 5x− 3

x+ 2
= 2x+ 1 +

−5

x+ 2
:

ĺım
x→−∞

2x2 + 5x− 3

x+ 2
= ĺım

x→−∞
2x+ 1 +�������:0

ĺım
x→−∞

−5

x+ 2
= ĺım

x→−∞
2x+ 1

La recta y = 2x+ 1 es aśıntota oblicua cuando x −→ −∞
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