6.1 Limites Funcion real de variable real

6.1. Limites

(1) Dada la funcién f(z) =, calcular, si existen, los limites:
o
i ®
6 L
a) lim f(z) g) lim f(z)
3T b) lim f(x) h) lim f(x)
2 T——2" T—27
16 Iit . 1§
EEEEEEEESEL EEEE ¢) lim f(z) i) lim f(z)
87654321] 1284567 :¢ 0t f) ) tim /(@)
ol T——2 2
—3t e) lim f(x) k) lim f(x)
4 z—0~ z—1
Ii ) 1 x
51 f) lim f(z) ) Jim f(z)
—6t
7t
Q
I —9 I _ Nl _5
a) lm f(z) e) lim f(z)=+oo i) lim f(z)
b 1/ = { — . s _
) lim f(z) = +oo f) dm f(a) =1 j) lm f(z) =5
c) lim f(z)=+oc0 g) Alim f(x) k) lim f(z) =2
z——27T z—0 x—1
Q) lim_ f(@) = +o0 n) lim fa) =5 ) dm_f(r) = o
@ Sea la funcién f(x) cuya gréfica es la ad- \
junta: . 4
. , . 3
(a) Hallar el dominio méaximo de la fun- 9
cién y su recorrido. /
Dy = (~10,7)\ {~4,3 TN T T T T T T T
5= (10, 7\ {~4,3} —10-9-8 7—6—5—&1'4—'2:1 1 12345678
Imf=(-4,5,4) 0
o —3 ]
(b) Hallar, razonadamente y si existen, 4

los siguientes limites:

() lim f(z). No se puede calcular el limite por la izquierda en un punto si no hay funcién definida a

su izquierda.

() lim . f(x). El limite existe y las imdgenes por la derecha tienden a 4.| lim f(z) =4
z——10

z——10T
lim f(z) =2
(1) lim f(z). Los limites laterales existen y son iguales: { *~ entonces | lim f(z) =2
z——9 her f(m) =92 z——9
z——9
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6.1 Limites

(tv)  lim  f(z). El limite existe y las imdgenes por la izquierda tienden a —4,5.| lim f(z) = —4,5
T——4- x——4~
(v) lim f(x). El limite existe y las imdgenes por la derecha tienden a —1.| lim f(z) = —1|
r——47+ x——4+
De los apartados anteriores se deduce: | 7! h’m4 f(x) |
T—>—
lim f(x) =1
(Vi) lim f(z). Los limites laterales existen y son iguales: { 70~ entonces | lim f(z) =1
z—0 lim f(g;) = z—0
z—0t
(vir) lim f(z). El limite existe y las imdgenes por la izquierda tienden a 2. lim f(z) = -
z—3 z—3 2
)
(virr) lim f(z). El limite existe y las imégenes por la derecha tienden a 2. | lim f(z) = - |
z—3+1 z—3+ 2
)
De los apartados anteriores se deduce: |3 lim f(x) = — |.
z—3 2
(1x) lim f(x). El limite existe y las imdgenes por la izquierda tienden a 0. | lim f(z) =0
=7~ =7~

(X) Hm+ f(x). No se puede calcular el limite en un punto si no hay funcién definida ni a su izquierda ni
r—8

a su derecha.

—1
oo six < —4
: - ix=—4
(3) Sea la funcién f(z) = 1 J e :
Zx272 si —4d <z <2
4—-2rx—2 siz>?2

(a) Hallar el dominio méximo de la funcién.

(b) Calcular, razonadamente, los limites:

(1) lim f(x) (11)

r——00 "

lim f(x)

r——4

(1) lim f(z)

z—2

(1v)

T—+00

lim f(x)

(a) Hallar el dominio mdzimo de la funcion.
Dominios de las funciones:

» Sifi(z) = 1 entonces Df1 = {x € Rlx +4 # 0} N (—o0, —4) = (—o0, —4)
x

» Siz = —4 entonces f(-4)=-3 = —4¢€ Dy

. Si folz) = ixz — 2 entonces Dfs = RO (—4,2) = (=4, 2).

» Si f3(z) =4 —2y/x —2entonces Dfs ={x € Rlz —2 >0} N (4,+00) = (2,+00)

El dominio de la funcién es:

Dy = Dy, U{*4}UDf2 U Dy, =R\ {2}

(b) Calcular, razonadamente, los limites:

—1 -1
1/ = = — — .
(11) h’m4 f(x). Limites laterales:
T——
i —1i 4 =1m —-—— = lim — =
i J() = i P = h) = i T A
1
1f = lim f(—4 = lim |- (—4+h)?—-2| =4-2=2
o) = Jim () = i |47 -2

3 lm f(2)

r——4
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(111) lim f(z). Limites laterales:
T2

lim f(x) = lim f(2 = h) = lim E(Q —h)? - 2] =1-2=-1 i, i)

[4—2 Z+h—2] —4

T—27

lim f(x) = lim f(2+h) = lm

z—2t

(v) | lim f(z)=| lim [4—2Vz—2]

r——+00 T—+00

La grafica de la funcién es:

— 4o {=]

RN W OUtoy

r—2

—1&9—8—7 5—4—&2‘y 3456 101112
A

(1) Calcular los limites:

) 1 22+ 5z —6
a) lim
e—1 223 — Te — 422 4+ 9

. 22 +52—6 gh,m (z—1)(z +6) 1 r+6 7 7
11m = = _— = — | ——
1223 — Te — 42?2 +9 251 (2—1)(222 - 22 —-9) +-1222—-22-9 -9 9
o 322 +45x—2
b) TEII—IZ 22 4+ 4
322 +5x—-2 12—-10—-1 0
1 == = — =
vt 2244 1+4 8 [0]

3a? — ba — 12
¢) lim ———- ! .

=3 /3x+ 7

32 —5x—12ﬁ

(3z2 =52 —12) - (V3z + T+ 4) _

lim
1%3 3x+7 T—

3.2
— lfm 2%

3 (V3z+7
kLt LT 1)

“4) - (VBzr7+4)

z—3 3x+7—16 z—3

13
3

=8

104
3

% I Be )
o 2e3 3(z—3)
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Funcion real de variable real 6.1 Limites

d) lim (\/JJ2 — 6x +4 — \/:L’2 + 2z — 3) = oo — 00, indeterminacién

T—r—00

lm (\/x2—6x+4—\/x2+2x—3) =

T——00

(\/x2—6x+4—\/x2+2x—3)~(\/x2—6x+4+\/x2+2x—3)

= lim _
rrmoo (\/x2—6x+4+\/x2+2x—3>
22 —6r+4— (22 +22-3) ) 2 — 6+ 4=t — 20+ 3
= lim = lim =
t——00 /22 —6r+ 44+ Va2 +2x—3 0o\ r2 —6r+4+Vr2+2r—3

, -8z +7 (2 -8
lim x = —
=00 \/x2 — 6z + 4+ V22 + 21 — 3 1+1

T——00

lim (\/m2—6m+4—\/x2+2m—3) = —4

Va2 =3 —1-Ve+1l  V9-V9 0. o
e) lim = = —, indeterminacién
z——2 322 + 22 — 8 12—-4-8 0

o Va2 =3z —-1—-+Vzr+11
Iim =
T——2 3$2+2$—8

(\/xz—Sx—l—\/x+11)-(\/x2—3x—1+\/x+11)

(3x2+2x—8)-(\/x2—3x—1+\/x+11>

= lim
r——2

, 1 L 22 —3r—1—-2-11 1 2 —dx —12 (9)
im - lim =—lim —— =
e—=-2+/22 —3x — 1+ x + 11 z--2 322 4+ 21 — 8 6 2——2 312 4+ 22 — 8
(A2 (x — 6) 1 -8\ _ 2

-10) 15

=— lim

C 6as—2 (242 -3z —4) 6

o V22 —3x—1—Vzx+11 2
lim = —
T——2 322+ 22 —8 15

f) lim

r—2

242 —4 2r+4
xr—2 2 — 2

> = o0 — 00, indeterminacién

Suma de fracciones algebraicas, el m.c.m. de los denominadores es z(x — 2):

i 2242 —4 2x+4 . x(2? + 21 —4) — (27 +4) w3+ 222 —6xr—4 (9
lim - = = lim = lim =
T—2 xr— 2 ¢ — 2x z—2 .%'(.1‘—2) T—2 .1‘(.%'—2) Ruf fini
_h,mM-(:c2+4x+2)_4+8+2_7
T 252 x - (2—2] o 2 -
, (22420 —4 2x+4
lim - =7
z—2 xr—2 x° — 2z
203 — 922 4120 —4 0
g) lim ‘ v = — IND

52 13 —2x2 —Ax + 8 0
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6.1 Limites Funcion real de variable real

Descomponiendo factorialmente los polinomios:

2 -9 12 —4 1 -2 -4 8
2 4 10 4 2 2 0 -8
2 -5 2 |[0] 1 0 -4 |[0]
2 4 -2 2 2 4
2

2 -1 |[0] 1

223 — 922 + 127 — 4 . (z—2)%(22 — 1) o 2213
= lim = = —

Ii = = =
053 23— 222 — 4z + 8 22 (2 —21%(x +2) a2 z+2 4

o283 —922 4+ 122 -4 3
lim ==
e—2 a3 — 222 —4x + 8 4

2 —4drx+12—vVad3 -5z -3 0
h) lim Vil —do+12- Vet —5r =3 0 e
T—3 222 —x — 15 0

Multiplicar numerador y denominador por el conjugado del numerador.

Va2 —4x +12 — Va3 —5x — 3

lim =
z—3 222 —x — 15
(\/x2—4x+12—\/x3—5x—3) . (\/x2—4x+12+\/:63—5:c—3)
23 (2x2—x—15)-(\/x2—4x+12+\/x3—5x—3>
, 1 . (2% —dx +12) — (23 — bz — 3)
= lim - lim =
322 —dr + 124+ V23 — bz — 3 a—3 222 —x — 15
1, —234+224+2+15%1 , —(z—3J2*+22x+5) 1 —-20 10
=—-lim = — lim == — =——
6 z2—3 2x2—x—15 62—3  (z—38)(2z +5) 6 11 33
-1 1 1 15
3 -3 —6 -—15
Descomposicién factorial: -1 =2 =9 @
3 -3 —15
-1 =5 ||—20
 Vx?—4x+12—x23 —5x—3 10
lim = ——
T—3 222 —x — 15 33
1 3
) i — =~ | =00 —o00IND
i) T2 (2—:1; 8—:1;3> S

3 1 3 3 -1 -3 3 3 1
lim — = lim — = lim —
r—2\2—x 8 —2x3 =2\ —2 3-8 z2\23 -8 -2

Descomponiendo factorialmente el polinomio x3 — 8 = (x — 2)(z? + 2z + 4).
El m.c.m. de los denominadores es: 3 — 8 = (z — 2)(2? + 2z + 4):

, 3 1 . 3— (2?2 +22+4) , —z? -2 -1
lim 3 — = lim =
z—=2\2° —8 x—2

252 (2 —2)(22 + 20+ 4) o2 (z—2)@2 2+ 4d)
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, 1 B
lim — ~ | =
m—>2<2x 8x3>

$) tim (V3 =50 +8 - ) = 400+ 00 = [F2]

T—r—00

k) lim (\/:1;2+4a;+5—\/:1;2+2) =00 — oo IND

T——00

Multiplicar numerador y denominador por el conjugado.
lim (\/:c2+4:c+5— \/x2+2) =

Tr—r—00
(\/ﬂc2+4x+5—\/x2+2>-(\/x2+4x+5+\/x2+2)

z——00 Va2 +4r +5+ Vw2 + 2
2’ +4r+5— 2% -2 ) 4z +3
= lim = lim
25-00 /22 +dx +5+ Va2 +2 oo VaZ + 4z + 5+ Va2 +2
3
#(4+2) A
= lim &z

T——00 4 5 2 :1+1:
A1+ 2+ 5+ 1+ )
X X X

lim (\/m2+41‘+5—\/x2+2>:2

T—r—00

1818

1 1
[) lim = IND
etoo (/g2 —br +3—x 00— 00

Multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador:

1 , VaZ -5z +3+z

lim = lim

vt /g2 — by +3 -3 et (\/x2—5x+3—x> . (\/$2—5x+3+x> N

5

3
V2 —-b5x+3+x 2 | Z(\/ ﬁ—}_l) 2
Z lim 3 = —

= lim

)
1- =+
x
S TR
X

, 1 2
lim = ——
z—=to0 (/32 — b+ 3 — 5

. V3225 + 422 —34+v922 -3 oo
1m = —
r— 400 2 = 51‘ 0

El numerador y el denominador tienen grado uno, se extrae factor comun x:

4 3 3
. ,’L/§/32+—3——5+\/9——2
V322 + 42?2 — 3+ V922 — 3 A ) 243

lim = lim

oo 2 — b a0 2(2_5)
X

T V3225 + 422 — 3+ /922 — 3
11m =
r—+00 2 - 51‘

=1

-5
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6.1 Limites Funcion real de variable real

222 +5x — 3 ,
_— six < —2
T+ 2
@ Hallar, si existen, las asintotas de la funcién f(z) = 6 six=—2
322 4+ 5x — 2 .
——— six > -2
222 + 10x + 12

Dominio de la funcién:

» Siz < —2 el denominador no se anula en (—oo, —2).
» 2 tiene imagen: 2 € Dy.
» Si 2 > —2 el denominador es: 222 + 10z + 12 = 2(x + 2)(z + 3), no se anula en (—2, +0c0).

‘El dominio de la funcién es: R‘

| Asintotas verticales: | Va € R\ {—2} se verifica lim f(z) = f(a) € R, no verifica la definicién de asintota
T—a

vertical. En x = —2:

2(—2—h)2+5(-2—-h)—3 8-10-3
If = lim f(—2—h) = If = =[+o0]

i f) = Jin f(=2=h) = lim 7 Z =0 o
] s o 3(=24+h)?+5(-24+h) -2

i fle) =l (=24 ) = i e o2+ h) 12

i 3h? — 12h+12—=10+ 5h~2 . 3% —7Th § i HBR=T) | T
© h—02h? — 8ht8—20 + 10h+42  h>02h2 +2h >0 K(2h +2) | 2
‘La recta r = —2 es asintota vertical si x — —2~ ‘
Asintotas horizontales: ‘
r 241
, . 222 +bBr—-3 = 2
m f@) = M T = o =

, , 3:2 450 -2 = . 37 [3
lim f(z) = lm ————— =2 lim — =|—
\ z—+00 z—+o00 222 + 102 + 12 x—>+00 2}% 2

3 . :
La recta y = 3 8 asintota horizontal cuando x — +oco

‘ Asintota oblicua‘ Si hay sera cuando . Efectuando la divisién de los polinomios:

2x2 +5x—3| r 42

—222 —Ax 2z +1

r —3
—xr —2
-5

22% 4 bz — 3 -5
Aplicando el algoritmo de la division: % = + $—+2:

0

, 222 + 51 — 3 , 1)3/—5/' ;

La recta y = 2x + 1 es asintota oblicua cuando x — —oo ‘
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