CAPITULO 2

CALCULO INTEGRAL

2.1. Calculo de primitivas

@ Hallar una funcién cuya derivada sea f(z) = 423 — 7z + 52 — 1 y que se anule para z = 1.

F(m):/f(m) dx:/(4x3—7x2+5x—1) dx:x4—zx3+§w2—x+0

3 2
. 7 5 1
Seanulaparale,esdecur,F(le):0:>1—§+§—1+C:O :>C:_6
7 . b 1
o — 4 53 2 . =
(r) ==z 57 —1—233 T 5

S . 15 . .,
@ Hallar la funcién f : R — R sabiendo que alcanza en P (5 Z) un punto de inflexiéon con tangente

horizontal y f”(x) = ax — 6.

L] La funcién f(x) alcanza un punto de inflexion en el punto de abscisa x = 3 condicién necesaria de

p.i. su segunda derivada f” (z = ) = 0:

a

[] La funcién primera derivada es una primitiva de la funcién segunda derivada:
f(z) = / (122 — 6) dz = 62* — 62 + C}

(1 La funcién f(z) alcanza un punto de inflexion con TANGENTE HORIZONTAL en el punto de

1
abscisa T = 2 la primera derivada en z = 3 es CERO.

(LY _6_6 _ _
f( = —5+0=0=|Ci=

N w

2
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2.1 Calculo de primitivas Calculo integral

[] La funcién f(z) es una primitiva de la funcién primera derivada:

f(x):/<6x2—6:c+;> dx:2x3—3x2—|—gx+02

15
[] El punto P <§, Z) pertenece a la grafica de la funcion:
tz)=i= A hra=1=c=
2) 4 4/4 Ty -

S : 3
La funcién es f(x) = 223 — 322 + 5% +1

(3) Calcular las integrales indefinidas:

2 1
(1) /<§x3—x2—7> dmzé/ﬁdx—/ﬁdx—/?dx—3x4—§x —Tr+C

223 — 822 —6x + 3 /x3 /x2 / T 1
de =2 | ——=de—8 | —=dz—6 —dx—i—?)/—dx:
/ Vi Vi NG VE VE

4 16
:2/563 da:—8/a:3 dx—G/x; dx—|—3/ dx—?x;—gazg—lhﬂ —{—6:62 +C

(1m)
()
V)
(vi)

5
(W—FQ) dm:/x% dﬂc+2/ dngx%—l—Qm—l—C

2 2 5% 3 s
(5$—x3—2> dx:/E)xdx—/xS dx—2/ de=— ——-23 - 22+ C
In5 5

(2% —1)° dx:/(4x4—4x2+1) dx:§x5—§x3+x+0

wlon

2 5 4
xZ-(2x2—5x—|—2\/5) dx:/<2x4—5x3+2x%> dx:3x5—zx4—|—?x%+0

VII

1 1 4
3smx—|——cosx+7r dx:—gcos:c—{—gsm:c—l—wx—l—C

VIII

\ \\\\\\

1 1
<2x3 — 3smx> dz = §x4 +3cosx +C

2
3x2 > z dz

99
22 99 3 22 3 22 100

>/w—+1.xdx

[VEF e w= [([EE) @@= -3) ¢



Calculo integral 2.1 Calculo de primitivas

z+3 1 % + 6 1
XII 7Y dr=- [ === (q :—1‘2 6 —1‘ C
( )/m2+6x—1 o 2/x2+6x—1 T =gt or = A

-
-

(x111) /tan(?x) dz = %/?S(l};x—)’ = —% ln‘cos(Qx)‘ +C

XIV)/Ldm
Vad +7
L a- ! [ @D - e = 2
/ ﬂ03+7d:r3—§/(> —g(ac +7N2=-vVa3+7+C
(xv) /sin <§x> dz = —gcos <§x> +C

(xvI) /sin4 x-cosx dx

1 1
(xvIr) /29@ —3 dz = 5111‘290 —3‘ +C
(xv1n) /L dz

22 +1

1 = 2
[ = o= [([F) " @@ =3+ i = Va1 0

o9 [ (va+ T ae - / (wwg_xé—%) dr= [ (20h o)

(xX) /4€3xd1‘_4 —/ ‘ _3$+C
(XXI) /Sinx-ezcosm dzr = / - 1 2cosm +C

arctan x
XXII d
( ) / 1+ 22 o

-
-

_-—1
arctan x 1

/ 5 dx—/m :—arctan2x+C
1+zx 2

: |
/Smﬁdx:Q/sin\/E- = —2cosyr + C
NG

dz =tane® + C

¢ —dr=In|l+e"|+C
+e

cos 1 .
(XXV) /m dz = / T ema? cosx dxr = arctan(sinz) + C

de=Inlz?> —z+3|+C
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2.1 Calculo de primitivas Calculo integral

/ \3/4+5ln 2x)

XXVIII

/—W dm:é/<4+51ln(2x) )3-:%(4+5ln(2m)) +C

@ Calcular las integrales:

ol

3
—z—1
(a) / % dz. Integral racional impropia: grado del polinomio del numerador igual que el grado
x3 — 3 —
del polinomio del denominador.

3 —x —1|z% =32 -2

— 23 +3x 42 3
vt e > —x—1 22+ 1 20+ 1
———— dx = 1+ ———| dz = —d
2z +1 /:U3—3:U—2 . / +x3—3x—2 . x+/x3—3x—2 .
1 0 -3 —2 20 +1 A B C
= + + —
1] -1 1 2 (z+1)2(x—-2) z4+1 (z4+1)2? =x-2
11 —1][0] 2¢+1=A(x+1)(z —2) + B(x —2) + C(x + 1)
1
-1 -1 2 Sir=-1— —-1=-3B— B=-
5 3
1 -2 |[0] Siz=2=5=90=C=
2 2 5
Siz=0— —24—2B+C— A= —2
1/[0] 9
-z —1 2 + 1 _5 1 5
LT de= e L S P % de+ [ —3_d 9 _ 4z =
/563—330—2 o x+/x3—3x—2 o x+/x—|—1 x+/(;c—|—1)2 m+/x+2 v
) 1 ) 1 5} T —2
e o+ 2mfe -2 =g — ———— + 21 C
N 9“’””‘ St ol 2=e 3(w+1)+9nx—|—1‘+

1 1 tan(?x)
tan(2x) i .
(c) /e cos?(2x) de 2/6

— P
(d) /w dz Cambio de variable: { .

1—sinxz dt = cosx dx

sinx-cosx (1 t—1+1 / /
nlediiatidiod - - 1. =
/ 1 —sinx /1—tdt / t—1 1 U= dt = t—ldt

etan(Qm) +C

DO | =

=—t—In|t —1] ® —sinx—ln]l —sinz| +C
4‘ Razonamientos }7
(1) Efectuando el cambio de variable. (2) Deshaciendo el cambio de variable.
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Calculo integral 2.1 Calculo de primitivas

/\/—

dz Cambio de variable: 2 + 4 = t2

/\/362— /\/962— 1)/\/_tdt /t2t2 U /t2—4+4dt:

t2—4
4
:/1+m]dt:t+ t—/—dt+ —dt_t—ln\t+2\+ln\t—2\
V2 F
— Va2 +d+m | YR

vt + 4+ Vel +d+2

4‘ Razonamientos }7
2 4 = t2
(1) Efectuando el cambio de variable: v
Ir dx = Ztdt

(2) Descomponiendo en fraccione simples:

4 A N B
(t+2)(t—-2) t+2 t-—2

Sit=2=B=1
Sit=2=—A=—1

:>4:A(t—2)+B(t+2){

(3) Deshaciendo el cambio de variable.

(f) /ln(gc2 + 1) dz. Es una integral por partes.

2
/ln(x2+1) dx@mln(xz—i—l)—Q/xf_i_l dx@xln(mz—kl)—2m+2&rctanx+0

4‘ Razonamientos }7

2z

_ 2 —
dv = dzx v :5’6
1-1 1
(2) Integral racional: /L dz = /1 dzx —/ dr =z — arctanx
2 +1 2 +1

dx

x

23 — 22+ Tr—7
(2)

3_ 3 2 _
/2:6 V2 2+ Tx de:/<2x V2a? ——E> dx:/(2x2—\7§x+7—z> d:r:g

x x x X X X

2
:§x3 \é_ 24 7x—wlhz+C

4‘ Razonamientos }7

(1) Linealidad de la integral e integrales inmediatas (potencias y logaritmo neperiano).

/2363—\3/5302—1—736—77 2 4 \/_

de = -z ——x +7¢ —7wlnx + C
3222 — 42 -9
(h)/x x x da

x 3
2 —2x—3

3 _ 2 _ _ oy
/x 2v” —dw gdxg/ CE—{-ix ) dacglaﬂ—/wi—i_gdﬂ?g
22— 22 -3 x? — 21— 3 2 2% —2r -3

1 2 1
_x2_/< 3 > de X 222 3|z —3|+ 2z + 1]+ C

2 r—3 x+1 2

4‘ Razonamientos }7
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2.1 Calculo de primitivas Calculo integral

(1) Integral racional impropia (grado del polinomio del numerador mayor que el del denominador).
Divisién de polinomios y D =d - c+ R.

23 =222 —4x —9|2x2 — 22 — 3
—3 4222 +3z T
-z —9

(2) Linealidad de la integral.
(3) Integral racional propia y las raices del polinomio del denominador son reales son

2+ A+12 244 {m:?)
€r = = =
2 2

rz=—1

Descomponiendo en fracciones simples la fraccién algebraica:

z+9 A B
(z = 3)(z+1) :x—3+m+1:>$+9:A(96+1)+B(x—3)

{Six:—1:>8:—4B:>

Siz=3=—12=4B =—|A =3]

23 —222 — 42 -9 1,
/ PR — dx—ix —3lnjz —3|+2lnjz+1|+C
3x
i —— dx
()/\/x2+2
_______ . f
3z 1 @ . 1 -3 @ @ 3 (22 +2)2
—— _dz= [3z(2?4+2)2 de =3 - 209 : de = = =
/\/x—ergm/m(er) v 2/<x+> T

=3Vz2+2+C
4‘ Razonamientos }7

(1) Potencia de base z? + 2 y la derivada de la base es 2z.
(2) Integral de una potencia cuasiinmediata.

dr=3vVz2+2+C

/ 3z
VoES

() / zIn(z) do

1 1 1 1 1 1 1
/CEID(CE) dxg—ﬂﬂlnx——/:ﬁ-— dz = —xQIDx——/x de = ~2?Inz — ~2? +C
2 2 T 2 2 2 4
— |Razonamientos——
1
u=Inz du=—dz

x

(1) Integral por partes: 1
dv =z dx v:/xdx:§x2

Lz
/wln(x) dz = 2% <2lnx—1> +C

(k) /wcos 2% da

r— ==

1 1
/ﬂ:cost dxg§/cos-@dxg§sinx2—l—0

4‘ Razonamientos }7
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Calculo integral 2.1 Calculo de primitivas

(1) Lectura de la funcién a integrar: coseno DE x2.
(2) Integral cuasiinmediata del coseno.

1
/mcosm2 dz = §sinm2+C

oy V5

——d
2 -6+ 14 .

V5 ) 1 B 1 3 V5 1
/x2—6x+14 * \/g/x2—6x+14 v \/3/5+(m—3)2 =5 /1 (x_g v
+

5
_ V5, \/5/—52
5 14+ <x—3>
V5
4‘ Razonamientos }7

(1) Integral racional, no inmediata, y el polinomio del denominador NO tiene raices reales (raices
complejas).
(2) Completando cuadrados: 22 — 6x + 14 = (z —3)2 -9+ 14 = (x — 3)2 +5

) (x—3)2> <x—3>2
3) Fact o1+ =51+
(3) Factor comun ( 5 \/3
()

(4) Integral cuasiinmediata de la arcotangente: T )l dz = arctan[u(z)].

V5 r—3
/ mdx = arctan <W> =+ C

(5) Calcular las integrales indefinidas:
1
a) / L4 dr
(22 + 2x)

r———————= 1 -3

_ 24 2r
et ) @
/(x2+2x)4dx_2 (la? 22]) e e P

/ z+1 de — 1 1 L C
(22 4+ 2x)* = 6 (22 + 2x)3

4‘ Razonamientos }7

(1) Funcién potencial de base 2 4 2z y la derivada de la base es 22 + 2 = 2(z + 1).
(2) Integral de una potencia cuasiinmediata.

dz g arctan <m\;g3> +C

b) /37”” da
V5 — 22

3 (1) 1 5 @ 3(5—22?)
/55_%2@:3.(_1)/(5_%2) dm:_zié _

3z 15 5 4
———dr =——1/(5 — 222 C
/\5/5—2352 PE VO
4‘ Razonamientos }7
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2.1 Calculo de primitivas Calculo integral

(1) Funcién potencial de base 5 — 222 y la derivada de la base es (—4zx).
(2) Integral de una potencia cuasiinmediata.

c) /(295 —3)tan(2? — 3z) dz

. 2_
/(23: — 3)tan(z? — 3z) dx = /(2:6 -3)- sin(z” = 3z) dz 2 —111‘008(562 - 2:6)‘ +C

cos(x? — 3x)

/(Qm —3)tan(z? — 3z) dz = —In

4‘ Razonamientos }7

(1) La derivada del denominador, cos(z? — 31), excepto constantes, multiplica al numerador de la

dz =In|u(z)| + C.

cos(z? — Qm)‘ +C

\
S| s
g
| —

fraccion. Integral cuasiinmediata:

d) / (z + )" da

/(CE—Fﬂ')Bx dxg( —|—7T)em—/em de = (z+me* —e"+C

/(m—i—w)ex de=(z+7m—-1)e"+C
4‘ Razonamientos }7

u=zr+71 — du= dx

(1) Integral por partes: dv = e dp  — v:/exdx:ex y/u.dv:u.v—/v.du
5z? — x — 160
e)/de

x2 —25

2 _p_
/udxg/ 5_ Z¥90 dng)x—/Lngﬁﬂg
22 — 95 x? —25 (z +5)(z —5)

-3 4
=bx — / dx—i—/ dz| =5z +3In|z+ 5/ —4ln|jz -5+ C
T+5 T—95

5% — x — 160
/% dz =5z +3n|z+ 5| —4ln|z - 5|+ C
x —_—

4‘ Razonamientos }7

(1) Integral racional impropia (grado del polinomio del numerador mayor que el del denominador).
Divisién de polinomios y D =d - ¢+ R.
52 —x —160[z? — 25
—52%  +1255
—x —35

(2) Linealidad de la integral.
(3) Integral racional propia y las raices del polinomio del denominador son reales son
=29

x2—25:0:>x2:25:>{
T = -5

Descomponiendo en fracciones simples la fraccién algebraica:

T+ 35 A B
@ =5 +5) Zx_5+x+5:>x+35:A(x—5)+B(x—5)

Siz=5=—40=10B = B = 4|
Siz=-5=30=—104 =|A=—3]
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Calculo integral 2.2 Integral definida
2.2. Integral definida

@ Sea la funcién con valores reales f(z) = zv4 — z2. Calcula:

/ fa

) El drea encerrada por la curva, el eje de abscisas y las rectas x = —1 y x = 1.

= Dominio: Dy = {x S R‘Zl — x> 0} = [—2,2].

» La funcién es impar: f(—z) = —f(z)

. /_11f(x) do =

= Area por simetria:

1
1 3
522/ x4 — x? dx:—g[<4—x2)2] =
; 3

0

@ Dadas las curvas y = (z — 1)3, y = 5 — 2?2 calcular razonadamente:

a) Su punto de corte.

b) El drea encerrada por ellas y el eje de ordenadas.

=(z—1)3
= Solucién del sistema:{y (@ 2) — P(2,1)
Yy=95—=
= Area
2 1 1 i 8 1 1
= — 2 — = —_ = 3—— — 4 =|111J)-—-——- — —_— =
S—/O[(B ) — (x 1)]dx [Em 3% 4(x 1)]O (10 371 (4))
:1O—§:§u2
3

\J



2.2 Integral definida

®

a) Haz un esbozo del recinto limitado por las curvas f(x)
b) Calcula el area de dicho recinto.

15

Las dos funciones son pares: simétricas respecto del eje de ordenadas.
Puntos de corte:

15
1+ 22

=1 V@) =2

-1

=2 1=2'-1=15=12"=16= 2= +V16 = £2

2 15 2 2
ST:Q/ < 2—(352—1)) dx:2/ de—/(m2—1)dx
0 1+$ 0 1+$ 0
2
1 3
=2 15arctanx—§x +x

8
= 2[15arctan2 - —+ 2} =
0
4
=30arctan2 — —u

2

@

a) Dibujar la regién del plano A = {(z,y) € R*|4z — 2% —y > 0A 2y > 3z — 3 Ay > 0}
b) Calcular la superficie de la region A.

//
/
/
<+ /
//
| 4 Interseccion de la recta y la parabola:
S \\\
1 \ )
\ y= - +4x ) 3z —3
1/s \ 3r—3 = —x“ +4x =
1 \ y = 2
\ 2
— — 3
/ / \ 2 T = ——
i \ 20 =52 —-3=0 2
1/ \ r=3
| \
ft’//” \
\
/i \
yam|

- 46-
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Calculo integral 2.2 Integral definida

@ Dada la figura, calcule:

a) Las ecuaciones de ry y 79 rectas tangentes a la parabola de ecua-
cién y = —2% + 12 en los puntos de abscisa —2 y 2.

b) El area sombreada de la figura suponiendo que A(—4,0) y B(4,0)

P(=2,8)
(2,8)

= Los puntos de tangencia:{ . Derivada de la funcién f’(z) = —2x. Ecuaciones de las rectas

tangentes:

EnP:y—8=f(-2)(z+2) —=y—-8=4(zx+2)—=ri=y=4x—-16
EnQ:y—-8=f'2)(z—-2)—=y—-8=—-4(zr—2) = ro=y=—4x+16

s Por simetria:

Sp=2(S1 + S5) = 2 [/02(12 —a?) dz + /24(—4:C +16) dx] = 2([129” - éxﬂz + -2t 169”]2) -

8 176
- 2[14— S+ (—824+64) - (—8+32)] =

(6) Sea la funcién f(z) = ‘lnx):

a) Dibujar, con la ayuda de la grafica de la funcién g(z) = Inz, la gréfica de la funcién f(z).
b) Representar el recinto, S, limitado per la recta y = 1 y la gréfica de la funcién f(x).

c¢) Calcular la superficie del recinto S.

a) Dibujar, con la ayuda de la gréfica de la funcién g(x) = Inz, la gréafica de la funcién f(x).

g(@) = nz flz) = ‘hu“
7 ‘ ; \ T TR . ;

—Inx si0<zx<l1
flz)= 0 siz=1

Inxz six>1

b) Representar el recinto, S, limitado per la recta y = 1 y la gréfica de la funcién f(x).
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2.2 Integral definida Calculo integral

= =

¢) Calcular la superficie del recinto S.

» Puntos de corte de las funciones (resolver el sistema de ecuaciones)

e Si 0 < x < 1 entonces el sistema es:

y=1
y =—1In(z)

}: —In(z)=1= In(z) =-1= r=¢ L=

e Siz > 1 entonces el sistema es:

, i?na)} — In(z) = 1 = [z=¢]

= La regién S es la unién de dos regiones S7 y S, su drea es la suma de las dreas de S1 y Ss.
A

° f(z)=|Inz|

.1__

Y

11 2 €3 4
€
= Calculo de la superficie mediante la integral definida:

1 e e
Sle—i—ng/i <1—(—lnx)> dx—}—/l <1—lnm> dx:/i <1—i—lnm> dx—}—/l <1—lnx) dz =
1 1 e e (1) e
:/1dx+/lnmdm+/1dx—/lnxdm:/1dx+/
1 1 1 1 1
e 1 e 1 1
:[m}l—}—/lnmdx—/lnmdx:<e——>+/lnmdx—/lnmdm(:a)
: JL 1 € : !

1

1 e
Inz dm—/ Inz dm@
1

o=

[

1 e
1 1.1 1
=e——+ |zlhz—2| — |[zlhzx—2 @e———i— 1-1n1—1—<—1n———) —
) ) e e e e
1 2 1
—(elne—e—(llnl—l))(4:)6———1—}———126—}———2
e e e

1
La superficie del recinto es: | S = € + — — 2 & 1,08616 u?
€

4‘ Razonamientos }7
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Calculo integral 2.2 Integral definida

(1) Aditividad del intervalo de integracion.
2) Regla de Barrow.
(3) Calculo de la primitiva de la funcién Inx por partes:

u=Inx

dv = dz

1
du=-4d
x

V=2

T = /lnmdx:m-lnx—/;{-édm:x Inzx —x

1
4 In-=—-1,In1=0y lne=1.
e

@ Calcular el valor del parametro a € R, a > 0, para que el area de la region comprendida entre las
gréficas de las parabolas f(z) = —2% + a® y g(x) = —42? + 4a® sea 32 unidades cuadradas.

= Las funciones f y g son pares, sus graficas son simétricas />
respecto el eje de ordenadas y sus vértices son V(0, a?)y
Vy(0,4a?).

XS

T~
O
KR
SRKRS

= Puntos de interseccién de las dos gréficas.

2

‘V <
X
S

fx)=gz) = -2 +a* =42’ +40®> =2 =a

z=*ay f(a) = f(-a) =0

N
&
8

TS

K5
&

3p

Las graficas se cortan en P(—a,0) v Q(a,0), puntos del
eje de abscisas.

7

O
N
\<

» f(x) >0y g(x) >0V € [—a,a]

Interpretacion geométrica de la integral definida:

SzQ/OQ[g(x)—f(x)} dz =32 = /Oa[g(m)—f(m)] dz =16

[ o) - s@)] ao= [

:—a3+3a3—0:2a3
20° =16 = a®> =8 = a = V8 =2

—42% + 4a® — <—x2 + az)

El drea es 32 u? si a = 2

Calcular el volumen que engendra la region A = {(x, y) € ]Rz‘xy <IAYP2—2<0Ay>0Az < 2}
al girar alrededor del eje de abscisas.

-49-



2.2 Integral definida Calculo integral

8
<
IN

—_

A

IN

2

&\

2%%%%2%%@%?%&%@1

////////'////'///////////////// S

.

\\

N

Ve [ () aren [ Q) anms| 3] - [] e 3 3] -

El volumen engendrado es: |V = 7 u?

x—i—l
er

(9) Sea la funcién f(z) =

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la funcién en su punto de inflexién.

b) Calcular el area encerrada por la curva y el eje de abscisas entre = —1 y la abscisa del punto
de inflexion.

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la funcién en su punto de inflexién.
Dominio de la funcién: Dy = R ya que e* > 0,Vx € R.

Condicién necesaria de punto de inflexién si la funcién es, al menos, dos veces derivable: f”(x) = 0.

fl@)=(@+1)e™ = fl(z) = —2ze™® = f'(z) = (x — 1) = xe_x 1

ff2)=0 <= 2-1=0 < z=1

Condicién suficiente de punto de inflexién, criterio del cambio de signo de la segunda derivada:

() 0
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Calculo integral 2.2 Integral definida

En el punto P(1, f(1)) = (1,2¢7!) la funcién alcanza un punto de inflexién.

Interpretacién geométrica de la derivada: mr = f/(1) = —e~!. Ecuacién de la recta tangente:

2 1
y—f(l):mT(x—l):>y—g:—g(x—1):>x+ey—3:0

La ecuacion de la tangente en el punto de inflexién es x + ey — 3 =0

b) Calcular el drea encerrada por la curva y el eje de abscisas entre z = —1 y la abscisa del punto de
inflexién.
Signo de la funcién f(z). El punto de corte con el eje de abscisas es x = —1.
f (@) | |
0 |
8 7 6 5 4 3 2 1 0 2 3 4 5 6 71 8

En el intervalo [—1, 1] la funcién es f(x) > 0, el drea encerrada con el eje de abscisas es el valor de
la integral definida en dicho intervalo.

(1)

1
1
S = / (x4+1)e Pde = |—(x+1)e® —1—/6_’” dx] =
-1
-1

:—{36_1—6] :e—§:e2_3
e e

4‘ Razonamientos }7

(1) La integral se calcula por el método de integracion por partes

u =x+1 du = dx
dv =e*dx| w :/e_x der = —e*

2) Regla de Barrow.

2
’ . . s o . e = 3
El 4drea comprendida entre la funcién y el eje de abscisas es S = u?
€
v azxr si0<ax <8
La funcién f : [0, +00) — R definida por f(z) = ¢ 2 — 32 es continua en [0, +00).

siz>8

T —

a) Hallar el valor de a que hace que esta afirmacion sea cierta.

10
b) Calcular f(z) dzx
0

a) Hallar el valor de a que hace que esta afirmacion sea cierta.

Por la condiciones del problema .

Dominio de la funcién: Dy = Dy, U Dy, = [0,8] U (8,400) = [0, +00).
Definicién de continuidad: 3 lin18 flx) = f(8):
z—

» 8€ Dry f(8) =+V8a.
» Limite lateral por la izquierda: lim f(z) = h’rré var = V8x.
z—

T—8~
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2.2 Integral definida Calculo integral

8.

2
¢ —32 32
= Limite lateral la derecha: lim = lim =— =
fmite lateral por la derecha x18+f(x) lim —— 1

= La funcién es continuaen r =8 <— +/8a =8 < a=38.
Va € Dy \ {8}, la funcién es continua por ser composiciéon u operaciones de funciones continuas.

‘ Si a = 8 entonces la funcién es continua en su dominio. ‘

10
b) Calcular f(z) dx
0
Por la aditividad del intervalo de integracion:

10 8 10 .2
—32
f(zx) dx:/ \/Sxdw—i—/ z dz
0 8

0 r—4

3 8 1 378
1 2 1 T 1 1 12
/ VBz dx:—/ CORE = (82)2 | Regla de Ba ™ [6aE - 0] _ Lo I8
0 8 Jo AN 12

10 .2 10
—32 16 1 .
/ & dx@/(m%—ll— 4> dz & [§x2+4x—16ln|x—4|] Regla do Barrow
8

r—4 T — 8

- [50+40—161n6— (32+32—161n4)} — 26 +161n <§>

4‘ Razonamientos }7
x? —32 16

(1) Fraccién algebraica impropia (divisién de polinomios): =z+4-
T

(2) Integrales inmediatas (potencia y logaritmo neperiano).

10
128 2 206 2
de = —+26+16In( - ) = — +16In | =
/0 f(x) T 3 i I+ n(?)) 3 + n <3>

@ Sea C(t) el dinero en miles de euros que hay depositado en un dia en una sucursal bancaria, en
funcién del tiempo ¢ en horas desde que la sucursal estd abierta. Sabiendo que C’(t) =t*> — 7t +10 y
que la sucursal permanecié abierta un total de 8 horas:

a) Hallar los maximos y minimos locales de la funcién C(t).

b) Obtener la expresién de C(t) sabiendo que a las 6 horas de estar abierta la sucursal disponia de
20000 euros.

a) Hallar los mdzimos y minimos locales de la funcion C(t).
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Calculo integral 2.2 Integral definida

» El dominio de la funcién C(t) es {0, 8} .

» Condicién necesaria de punto critico: C’(t) = 0:

7T+V49—40 7+3 Jt=5
5 - -

2 t=2

C(t) / M'r m7/

,—I_,

C't)=0=1t>—Tt+10=0=t =

OO
(@28 Jen}

e La funcién C(t) alcanza maximo relativo a las 2 horas de la apertura y en el
momento del cierre (¢t = 8).

e La funcién C(t) alcanza minimo relativo en el momento de abrir (t =0) y a
las 5 horas de abrir.

b) Obtener la expresion de C(t) sabiendo que a las 6 horas de estar abierta la sucursal disponia de
20000 euros.

La funcién C(t) es la primitiva de la funcién C’(¢) tal que C(t = 6) = 20 (miles de euros).
1 7
/(t2 —Tt4+10)dt = <t° — 27 + 106+ C.
IC( 6)=72—-1264+60+C =20 — C =14

1 7
La funcién miles de euros depositados es C(t) = §t3 — 5252 + 10t + 14

@ Hallar los valores de a y b sabiendo que la funcién f : (0, +00) — R definida por f(z) = az?+bln(z)
4
tiene un extremo relativoen z =1y / f(z) de =27 — 81In(4).
1

» La condicién necesaria de extremo local si la funcién es derivable es f'(1) = 0:
b
f'(z) = 2az + — sustituyendo x = 12a +b=0= b= —2a (*)
x
» Primitiva de la funcion:
2 _a 3 @a s
(az” +blnzx) de = 3% +b [ Inz dz = 3% +bx(lnz —1

» Integral definida (Regla de Barrow):
: '
/ (az? +blnz) dz = gx?’ + bx(lnx — 1)] = ?a +b(4lnd —4) — [g — b} = 2la —3b+4bIn4
1
1

2la —3b+4bln4 =27 — 81In4 (**)

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones (k) y (x%):

9210 + 6a — 8alnd = 27 — 81nd = a(27 — 81n4) = 27 — 8lnd — {Z L,
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2.2 Integral definida Calculo integral

La funcién que cumple las dos condiciones es f(z) = 2? — 2Inx

4‘ Razonamientos }7

1
(1) La integral /ln(w) dz se efectia por partes: u=Inzx |du= - dz

dv= dox |v==zx

entonces /ln(x) de =zlnz — / dz =z(lnz —1)

9 — 22 .
4

a) Hallar en qué punto la tangente a la funcién es perpendicular a la recta de ecuacién 4z —2y+3 =
0.

b) Representar el recinto, S, limitado por la grafica de la funcién f, la recta x +2y = 5 y el eje de
abscisas.

13 Dada la funcién f(z) =

c) Hallar el drea del recinto S.

a) Hallar en qué punto la tangente a la funcion es perpendicular a la recta de ecuacion 4z —2y+3 = 0.

La funcién f(x) es polinémica, continua y derivable en todo su dominio Dy = R.
Condicién de rectas perpendiculares:
3 1
mr - m, = —1. Larectarzy:2x+§ :>m7n:2:>mT:—§
Derivada de la funcién:
9-1

f’(m):—%x:mTz—%z mzlyf(l):TZQ

El punto de tangencia es T'(1,2)

1 1 5)
La ecuacién de la tangente: y — 2 = —§(m -1)=y= —5% + B

La ecuacion de la recta tangente es x + 2y — 5 =0

b) Representar el recinto, S, limitado por la grifica de la funcion f, la recta x +2y = 5 y el eje de
abscisas.

La grafica de la funcién f(z) es una
parabola de vértice V' (0, %) y coe-
ficiente cuadrético negativo (N). ‘ R

A

La recta y = = (5 —z) es la tan-

gente a la funcién en el punto 7.

Recinto S
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Calculo integral 2.2 Integral definida

¢) Hallar el drea del recinto S.

szsl+52=/13 [%(5—33)—%(9—:32)] da:+/35 [%(5—@] dz =

3 5 3 °
:i/l(x2—2x+1)dx+%/3(5—x)dx=i/l(x_l)deJr%/g(E’_x)dx:

2

La superficie del recinto es S = 3 u

La siguiente grafica corresponde a la funcién f(z) = z? —

4x 4+ 3 representada respecto a los ejes coordenados. Calcular
el area de la parte sombreada.

Funcién parabdlica f(z) =22 —4z +3 = (z — 2)? — 1
» Corta al eje de ordenadas en el punto (0, 3), la recta que limita la regién sombreada es .

= Corta al eje de abscisas en los puntos (1,0) y (3,0) (solucién de la ecuacién x? — 4z + 3 = 0).
» Vértice de la pardbola V(2,—1).

La recta © = 2 es eje de simetria de la parabola y divide la
region en dos partes iguales. y=3

S

2/02<3—(a:2—4x+3)) dx=2/02(—x2+4x) da =

2
Barrow 8 32
LNVl -2 +8-0) ===

1
2| — =23 + 222
[33:-1-37

2

32
El area de la regién sombreada es 3 u
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