5.2 Geometria euclidea Geometria

5.2. Geometria euclidea

(D) El punto M(1,-1,0) es el centro de un paralelogramo y A(2,1,—1) y B(0,—2,3) son dos vértices
consecutivos del mismo.

a) Halla la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo.

b) Determina uno de los otros dos vértices y calcula el drea de dicho paralelogramo.

a) Halla la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo.

BO.2.9 ¢ Plano determinado por tres puntos NO alineados:

Un punto: A

M(1,-1,0)

™=

AB = (~2,-3,4)
A5,

Dos vectores directores:
AM = (—1,-2,1)

A@2,1,-1) D

—
= Vector normal del plano: 70 = ﬁ X AM =|-2 -3

» Ecuacién del plano: 5(x —2) —2(y —1)+1-(2+1) =

La ecuacién del plano que contiene al paralelogramo es 71 =5z — 2y +2 —7=0

b) Determina uno de los otros dos vértices y calcula el drea de dicho paralelogramo.

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.
El vértice D(x,y,z) y M es el punto medio del

0.2 ¢ segmento BD:
zﬁﬁ ‘\/(1‘.‘41*‘))‘ z —2i_ O = 1 e 2
\ -2
‘ Y2 _ 1 —=y=0
= 2
A@2.1.-1) i p o + 3 = 0 > 7 = —3
2

Las coordenadas de un vértice son D(2,0,—3) ‘

La superficie del paralelogramo se obtiene por la interpretacién geométrica del médulo del producto
vectorial:

- = 2
J

=[] - |2 5 )] Jan a0 - I -2
0 -1

La superficie del paralelogramo es S = 2v/30 u?
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Geometria 5.2 Geometria euclidea

r—z=

@ Halla el punto simétrico de P(2,1,—5) respecto de la recta r =
r+y+2=0

= Plano 7 perpendicular a la recta r que pasa por el

z—2z=0
punto P: La recta r =
r+y+2=0
T= «
Forma paramétrica: r=(y=-2—a VaeR
2= «

» T L7 < 7 ||u =(1,—1,1). La ecuacién del plano es:

r=1-(x—-2)—1-(y—1)+1-(24+5)=0=z—-y+2+4=0
= El punto M es el punto de interseccién de la recta r y el plano 7:

Mer= Mo -2—-aa)
Mer—=a—-(-2—a)+a+4=0= a = —2 entonces M(—2,0,—2)

» El punto M es el punto medio del segmento PP’, sea P'(x,y, z) el simétrico de P(2,1,—5):

2
x;_ =-2=x=-6
1
zZ—9
9 z

Las coordenadas del simétrico del punto P son P'(—6,—1,1)

@ Los puntos P(2,0,0) y Q(—1,12,4) son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice S pertenece a
4o + 3z = 33
y=0

la recta r =

a) Calcula las coordenadas del punto S sabiendo que r es perpendicular a la recta que pasa por P
y S.

b) ¢El tridngulo PQS es rectingulo? Razonar la respuesta.

a) Calcula las coordenadas del punto S sabiendo que r es perpendicular a la recta que pasa por P y S.

= -3
La recta r en forma paramétrica r =<y =0 Vo € R.
z=11+4a

El vértice S € r entonces S(—3c, 0,11 + 4a).
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5.2 Geometria euclidea Geometria

Condicién de perpendicularidad: el ﬁ — u- P—§ = 0 (vectores perpendiculares su producto
escalar es igual a cero).

Las componentes del vector PS = (=3 —2,0,11 + 4a):
W P8 =(-3,0,4) (—3a —2,0,11 +4a) = 250 + 50 = 0 = a = —2

Sustituyendo el valor de « en el vértice S:

Las coordenadas del vértice S son S(6,0, 3)

b) ¢El tridngulo PQS es rectingulo? Razonar la respuesta.

Si el tridngulo es rectdngulo en uno de los vértices dos de sus lados son perpendiculares (vectores

perpendiculares):
-@ = (_3) 12) 4—)
PS = (4,0,3) v el producto escalar: PQ) - PS = (—3,12,4) - (4,0,3) = —12+ 12 =0

QS = (7,-12,-1)

A
El triangulo PQS es rectangulo en el vértice P

@ Sean los puntos A(—1,1,0), B(0,1,1): Determinar:

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por los puntos A y B.

b) La ecuacion del plano m que pasa por A y es perpendicular a la recta r.

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por los puntos A y B.

La recta viene determinada por un punto y un vector, no nulo, @, = E = (1,0,1).
» Ecuacién vectorial: r = 7 = (—-1,1,0) + a(1,0,1) Var € R.

r=-1+a«
= Ecuaciones paramétricas: r= ¢y =1 Vae R
Z=«

b) La ecuacion del plano m que pasa por A y es perpendicular a la recta r.

= Condicién de perpendicularidad entre recta y plano:

rlm = u || np = rang(d, W) =1

los vectores son linealmente dependientes. Un vector normal del plano es ny = (1,0,1) .

» El haz de planos que pasan por el punto A: A(x + 1)+ B(y — 1) + C(z —0) = 0.
= La ecuacion general del plano es:

1-(z+1)+0-(y—1)+1-2=0=||lz+2+1=0
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Geometria 5.2 Geometria euclidea

@ Sea el tetraedro de la figura formado por
A(3,0,0), B(0,2,0),C(0,0,6) y D(c,3,1). Calcular:

a) El area del tridngulo limitado por los puntos A, By C.
b) La ecuacién del plano 7 que pasa por los puntos A, By C.

c¢) El valor de a para que el vector AZ3 sea perpendicular al
plano 7 anterior.

d) Para el valor de a encontrado, hallar el volumen del tetrae-

dro.
e) Si a = 3, hallar la ecuacién de la altura trazada desde el
vértice A.

1
a) Interpretacién geométrica del médulo del producto vectorial de dos vectores: S , = = Hﬁ A z@ H

ABC
AB = (-3,2,0) AC = (~3,0,6) .
- -
i gk
ABAAC=|-3 2 0|=(12,18,6) = 6(2,3,1) 2 B
3.0 6

|72 7| - ovaT a1 - ovid

‘ 1
Area del tridngulo: S = 3 6114 = 3v/14 u?

b) El plano viene determinado por un punto, A, y el vector normal del plano:

.= ABAAC = (12,18,6) || (2,3,1)

W52($—3)+3y+2:0:>‘7TE2IIJ—|—3Z/+Z—6:0‘

-3 3 1
c) Elvectorzﬁ:(a—S,?),l) yzﬁj_w = rang(ﬁ,ﬁ) =1 = 2 =3=3 = la=
d) El volumen del tetraedro se puede calcular de dos formas diferentes:

= Aplicando la interpretacion del valor absoluto del producto mixto de tres vectores no coplanarios:

(EBE(:%(U,B,G) (231( ‘24+54+6‘ .84 =[14 3

= Volumen de una pirdmide: V = - - Spase - b

Cwl*A

El drea de la base estd calculada en el apartado (a) Spase = 3V 14 u?
La altura, teniendo en cuenta el apartado (¢): h = HEH =+V14

El volumen es: . 23-V/14 - \/_ = m

e) La altura h4 es la recta perpendicular al plano o determinado por los puntos B,C'y D y que pasa
por el vértice A.

= Condicién de perpendicularidad: hy L o <= U—h: I g

e
A B

= Vector caracterfstico del plano sigma: ng = — DC A DB = 3 3 -5 = (8-18,-6) |
3 1 1

(4,-9,-3).
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5.2 Geometria euclidea Geometria

—3
= | Ecuacién continua de la recta: — ==
4 -9 -3
r—y=—
(6) Dados el punto A(1,1,1) y la recta r = . . Calcular:
y—z=

a) Un vector U director de la recta r.
b) El plano m que contiene a la recta v y al punto A.
¢) La recta s que pasa por el punto A, estd contenida en el plano 7 anterior, y su direccion es

perpendicular a la de la recta r.

a) Un vector U director de la recta r.

El vector director de la recta es perpendicular a los vectores normales de los planos cuya interseccién
es la recta, entonces es paralelo al producto vectorial de los dos vectores normales:

- = 2
T k

w|=mAm=|1 -1 o|=[011)
0 1 -1

b) El plano 7 que contiene a la recta v y al punto A.

—y+1+Ay—2z—-1) =0 W) e R
y—z—1 =0
El punto A(1,1,1) € al plano = 1—-1+14+A1—-1—-1) =0 = A = —1, sustituyendo en el haz:

‘sz—2y+z+2:0‘

Haz de planos de arista la recta r: {

¢) La recta s que pasa por el punto A, estd contenida en el plano w anterior, y su direccion es perpen-

dicular a la de la recta r.

—>

La recta s estd contenida en el plano T anterior: < v, L n
p s T — ’U_Z H TT7T> A U_>r
Su direccion es perpendicular a la de la recta r: < v L
— —> —
i k
1)_5) 1 —2 1= (_3a073) H (_17Oa 1)
1 1 1

Ecuacién continua de la recta s:
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Geometria 5.2 Geometria euclidea

@ Considera los puntos A(—1,k,3), B(k +1,0,2),C(1,2,0) y D(2,0,1).

a) {Existe algin valor de k para el que los vectores ﬁ, B? Y @ sean linealmente dependientes?

b) Calcula los valores de k para los que los puntos A, B, C'y D forman un tetraedro de volumen 1
3
u .

a) jFExiste algun valor de k para el que los vectores E, B? Y @ sean linealmente dependientes?

Los vectores E , B? y C@ seran linealmente dependientes si rang (E , B? , C@) = 3, equivale a

que el det(/@, B?, C'—[S) =0.
AB = (k+2,—k —1), BC = (—k,2,-2), OD = (1, -2,1)

= fi+
AT A LA NP S S R
k2 -2 22 29—k -2 0| =-20k+3)+(4—k)=—k>— 2k —2
1 -2 1 1 21
(5.3)

k2 —2%—-2=0=Kk*+2k+2=0

La ecuacién de segundo grado NO tiene soluciones reales, su discriminante A = 4—8 < 0 es negativo.

No existe k € R para el cual los vectores sean linealmente dependientes

b) Calcula los valores de k para los que los puntos A, B, C y D forman un tetraedro de volumen 1 u 3.

Por el apartado anterior, los cuatro puntos 4, B,C' y D NUNCA son coplanarios, los puntos forman
un TETRAEDRO de vértices A, B,C y D.

@.(mxﬂs)':

El volumen del tetraedro es V =

[zﬁ,z@,zﬁ} ' (interpretacién del

1
6

1
6

valor absoluto del producto mixto).

édet(ﬁ,ﬁ,ﬁ) — +1 « det(AB, AC, AD) = +6

El vector 1@ = E + B? y E = E + B? + ﬁ, por las propiedades de los determinantes (fila
combinacién lineal de las otras filas):

det(AB, AC, AD) = det(AB, BC, 0D) Y _k2 — ok — 9
—k?> —2k —2 =6 = k*> + 2k + 8 = 0. No hay solucién real

24 IT16  —24£2/5 |Rh=-1+5
2 2 k2:_1_\/5

k2 —2% —-2=-"6=—=Fk>+2%k—-4=0= k=

El volumen del tetraedro es 1 si k = —1+ /5
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r—2y=-—1
Considera las rectasr=x —1=y=1—2z ys=
y+z—1=0

a) Demostrar que las rectas son secantes.

b) Hallar el angulo que forman las rectas.

¢) Determinar la ecuacion del plano que contiene ar y a s.

a) Demostrar que las rectas son secantes.

Un vector director de la recta r es @, = (1,1,—1) y un punto de la recta es P(1,0,1).

7T F
Un vector director de la recta s es Us = |1 -2 0] = (=2,—1,1) y un punto de la recta es
0o 1 1

Q(—1,0,1) (considerando y = 0 y sustituyendo).
Las rectas son secantes si rang(w, v) = 2 y rang (7, 7, ]@) = 2. Los vectores @ y ¥ no son

proporcionales entonces son linealmente independientes (rang(ﬁ, 7) = 2).
1 -1 1 -1 1 -1
PG=(-200(-100y |2 -1 1]~[0 1 -1]~[0 1 -1
-1 0 O 0 1 -1 0 0 O

Efectivamente rang(ﬁ, o, ]@) =2.

‘Las rectas r y s son secantes

b) Hallar el dngulo que forman las rectas.

El dngulo, «, que forman las rectas es el menor de los angulos que forman sus vectores directores
7r
0<a<L —):
(02a<3

A R (R S RYC A W DI
TR T V36 BRViT
%) = 19° 28’ 16,39"

‘El angulo que forman las rectas r y s mide o = 19° 28’ 16, 39" ‘

. = arc cos (

c¢) Determinar la ecuacion del plano que contiene ar y a s.

Las rectas son secantes (apartado (a)) determinan un plano 7 = (P; s, 75), siendo P un punto de
cualquiera de las rectas.
- - >
T ] k
= Vector caracterfstico del plano @ = U x ¥ =1 1 —1/=(0,1,1)
-2 -1 1
» Radiacién de planos de vértice el punto P(1,0,1) € r: A(x — 1)+ By —0)+C(2—1) =0
» Ecuacién del plano: 0- (z —1)+1-(y—0)+1-(2—1)=0

‘La ecuacién del planoes t=y+2—-1= 0‘
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-1 y+1 r=1
(9) Dada la recta r = gl _y+l_ —2z+3 y larecta s =
3 2 2 —z2+2=0

a) Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen y contiene a r.

b) Halla la ecuacion del plano que contiene a s y es paralelo a 7.

a) Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen y contiene a 7.

r—1 y+1 vector director: 0, = (3,2, —1)
r= = =—2+3=
3 2 Punto de la recta:P(1,—1,3) € r
- o >
i1 7 k
r=1 vector director: ¥ =11 0 0 |=(0,1,2)
s =

2 —z+2=0 0 2 -1
Punto de la recta: si y = 0 entonces Q(1,0,2) € s

El plano 7 viene determinado por un punto, origen de coordenadas, y dos vectores linealmente
independientes. La recta r C 7 entonces un vector director del plano es y el otro vector director

es OP = (1,—1,3), vector determinado por los puntos O y P que pertenecen a la plano.
- - o
T k

El vector caracteristico del plano 7 = o x OP = 3 2 —1|=(5-10,-5) | (1,-2,-1)
1 -1 3

Ecuacién del plano: 1-(z —0) —2-(y—0)—1-(2—0) =0

‘ La ecuacién del planoes mt=x —2y — 2z =0 ‘

b) Halla la ecuacion del plano que contiene a s y es paralelo a 7.

Plano ¢ tal que s C oy o || r entonces:

» Si s C o el vector director de la recta 5 es perpendicular al vector caracteristico del plano o
y Q € o (punto de la recta s).

» Sio || r el vector director de la recta T es perpendicular al vector caracteristico del plano .
e
A B

«SiT LWy LT entonces| 7 = U X U | H=uxT=|3 2 —1|=(5-63)
0 1

2
m0=5(x—-1)—-6(y—0)+3(z—2)=0=5x—6y+32—11=0

‘La ecuacién del plano es 0 =5z — 6y + 3z — 11 =0
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Los puntos P(1,1,5) y Q(1,1,2) son vértices consecutivos de un rectangulo PQRS. El vértice R,
, . 6—y z+1
consecutivo a Q, estd en la rectar =x = — =5

a) Hallar las coordenadas de los vértices R y S.

b) Calcular el drea del rectdngulo.

a) Hallar las coordenadas de los vértices R y S.

, I,

_Q
r= «
\ El vértice Rer=qy=6— 2« , entonces
QR z=-14 2«

R

Jo € R tal que R(o,6 — 2a, —1 + 2av)

Por ser rectdangulo los vectores ]@(O, 0,-3) vy Cﬁ = (o — 1,5 — 2o, —3 + 2«v) son ortogonales,

PG-QR=0

@-Q_}%:(0,0,—3)-(a—1,5—2a,—3+2a):—3(—3+2a):0:>a:;

S
El vértice R tiene de coordenadas R <§, 3, 2>

~

Los vectores P—§ y Cﬁ son equipolentes entonces tienen las mis-
mas componentes. Sea S(z,y, 2):

P QR 1 3
_1== ==z

R ﬁ:(az—l,y—l,z—f)) — ! 2:> v 2

5 QR = (4.2,0) 5
5

R
El vértice S tiene de coordenadas S = (5, 3, 5)

b) Calcular el drea del rectangulo.

Interpretacién geométrica de la norma (médulo) del producto vectorial de dos vectores, S— =
|PG x P3|

- 7 7
v 3 3 3 3v17
]@ X ﬁ =0 0 -3= <6,—§,0) = 5(4,—1,0) entonces S— = 5\/16+ 1= —5
3 2 0
3V17
La superficie del rectangulo PQRS es S = 5 u?
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r—1 y—2
@ Hallar los puntos de la recta r = = l/_2 = 2z — 3 cuya distancia al plano m =x —2y+2z =1
es igual a cuatro unidades.
r=1+4«
La recta en forma paramétrica: r = y =2 —2a Va € R.
z=34+«

Si P € r entonces P(1 +4a,2 —2a,3+ ) y d(P,m) = 4.

Az +By+Cz+D| |[1+4a—-2(2—2a)+2(3+a)—1|
VA2 + B2+ (2 V1+44+4

4

d(P, )

10 +2 =12 —a=1

¥ +4a—4+4a+6+ 201 =12 = [10a + 2| = 12 = 7
100 +2 = —12 =a=-—¢

Sustituyendo:

Los puntos son P(5,0,4) y P’ (—ﬁ7 %7 %)

5

@ Sea w el plano de ecuacion 3x —y + 2z —4 =0.

a) Hallar la ecuacion general del plano m que es paralelo  y pasa por el punto P(1,—2,2).

b) Hallar la ecuacion general del plano wy perpendicular a ambos que contiene a la recta r =

r—y+z=1
2r+y—4z =1

a) Hallar la ecuacion general del plano m que es paralelo w y pasa por el punto P(1,—2,2).
Radiacién de planos de vértice el punto P(1,—2,2): A(x — 1)+ B(y+2)+ C(z —2) = 0.
™ H T = n—7l'1> || 77’—7l'> = (3’_1’2)'
Ecuacién del plano 3(z —1) —1- (y+2)+2(2» —2)=0=3r -y +2z—-9=0

‘ La ecuacién general del plano es 3z —y 4+ 22 —9 =0 ‘

b) Hallar la ecuacion general del plano my perpendicular a ambos que contiene a la recta r =

w=yHz=1
2z +y—4z=1

— —
my LT &= " Lng —> — —>
X
rCm = Ha Lur } = Tm || ur X 7ir
- = =
P 7
Vector director de larecta r: uy = |1 —1 1 |=(3,6,3) || [(1,2,1) .
2 1 -4
- = =
P 7
Vector normal del plano mo: nry = |1 2 1| = (5,1-7) .
3 -1 2
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Un punto de la recta » que pertenece al plano ms. Si z = 0 en la ecuacion de la recta: 1

t - ——,0
y un punto es .
P 3’ 3’

2 1
Ecuacién del plano ma: 5 <x - g) +1- (y + 5) —7(z=0)=0

‘ La ecuacién general del plano o es bz +y — 72 —3 =0

@ Dados los vectores U = (a,b,1), v = (—=3,4,1) y W = (1,2, ¢) determina el valor de los pardmetros
a,b,c € R de manera que los vectores o y W sean perpendiculares y ademds U x W =, donde x
denota el producto vectorial. {Qué dngulo forman @ y ¥ en dicho caso?

Condicién de perpendicularidad de vectores:

T1IW =7 - W=0
VW =(-3,4,1)-(1,2,¢) = -3+8+c=5+¢ 5+c=0=|c= 5|

Producto vectorial de vectores:

7T 7% —5b—2=-3 o=
T=UxW=|a b 1|=(-5b—2145a,2a—0b)=(-3,41)= {1+5a=4 =
1 2 -5 2 —b=1 b=
3 1
a 5, 5y€

Por las propiedades del producto vectorial los vectores o y ¥ son ORTOGONALES (7 L 7)

‘El angulo que forman los vectores v y 7 es de 90°

Dados los puntos A(1,1,1), B(1 + X\, 2,1 —=X) y C(1 + X\;1 4+ X;24 \), donde A € R:

a) Probar que los vectores ﬁ y /ﬁ forman un angulo de 90°, independientemente del valor de A.
b) Determinar los valores de A para que la longitud de la hipotenusa del tridngulo rectdngulo de
vértices A, B y C' sea igual a 3.

c) Para el valor de A obtenido, hallar la superficie del tridngulo.

a) Probar que los vectores E y f@ forman un angulo de 90°, independientemente del valor de A.
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A

Si forman un angulo de 90°:

AB L AC — AB-AC =0 B

AB = (A1, -\)
= AL -AC = (A 1,—=A) - (AT +A) =
/@:(A,A,HA)}:> ( ) Y

b) Determinar los valores de A para que la longitud de la hipotenusa del tridngulo rectangulo de vértices
A, By C sea igual a 3.

Por el apartado anterior, los puntos A, B y C determinan, YA € R, un tridngulo rectangulo de
hipotenusa el lado BC'

BC=(0A—1,22+1) = |BC| = +VA — 12+ @A + 1)2 = 3
M2+ 14+4N2 40 +1=9=5)\2 421 -7=0

N EVZEa U K

10 P
5
A=1
El tridngulo rectangulo tiene de hipotenusa un segmento de longitud tres unidades si 7
A=——
5

¢) Para un valor de \ obtenido, hallar la superficie del tridngulo.

A = 1| entonces por la interpretaciéon geométrica del MODULO del producto vectorial de dos vec-

tores: | S = % Hﬁ X f@H .

il
1 3
@Xﬁz 1 1 —1=(3,—3,0)=>S:§\/9+ :5\/5
1 1 2
3v2
Para A =1 la superficie del tridangulo rectangulo es S = —\2/7 u?

20 —y—4=0

Dado el punto P(1,0,2) y la recta r =
@ . ( )y {y+228:0

a) Hallar la ecuacién del plano m que pasa por P y es perpendicular a la recta r.

b) Hallar el punto simétrico de P respecto de la recta r.
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a) Hallar la ecuacién del plano 7 que pasa por P y es perpendicular a la recta r.

rT=2+A
Ecuacién paramétrica de larectar=qy= 2\ VAeR
z=4-A

P € m = radiacién de planos de vértice P:A(x — 1) + By —0) 4+ C(z —2) = 0,Y7 = (4, B,C)

T lr <= ||l =(1,2-1)
l-(z—-1)+2-(y—0)—-1-(2—2)=0=2+2y—2+1=0

‘ La ecuacién del plano perpendicular es m =x +2y — 2+ 1 =0 ‘

b) Hallar el punto simétrico de P respecto de la recta r.

El plano 7w es perpendicular a la recta, la interseccién del plano y la
recta, r N m = M, punto medio del segmento de extremos el punto P

y su simétrico, P’.

Mer= M(2+X2)\4—))

A=

| =

Mern=—=24+A+4\ -4+ +1=0=6\A=1—=

13 1 23
sustituyendo en el punto M '3 6

" Las coordenadas del punto medio de un segmento son la media aritmética de las coordenadas de los

extremos. Sea P'(x,y, z) entonces:

r+1 13 10
2 6 T3
y+o_1_ 2
2 3 3
2+2 B _, U
\ 2 6 3

10 2 1
El punto simétrico es P’ —0, =, i
3 3 3

Se consideran las rectas, r; determinada por los puntos P(0,1,—1) y Q(1,1,0), y 7o
20+y—2—1=0
r—y—z+1=0

a) Estudiar su posicién relativa. b) Hallar la distancia entre las dos rectas.

a) Estudiar su posicién relativa.

Posicién relativa de dos rectas en forma vectorial:

R(0,1,0) € o
L P11 o |2y —z—1=0 77 F
1= 2 =
= PO = (1,0,1) t—y—z241=0 =1 1 1= -13)
2 1 -1
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T LY7 (componentes NO proporcionales), entonces rang(ﬁ, 7) = 2, las rectas se cortan o se

cruzan.
1 0 1

= Vector ]ﬁ = (0,0,1) y el rango de lamatriz [ 2 —1 3| es TRES entonces rang(ﬁ, v, ]ﬁ) =
0 0 1

Las rectas r1 y ro se cruzan.

b) Hallar la distancia entre las dos rectas.

- - >
i 5k
UxV =2 -1 3|=(-1,1,1)
1 0 1
o [P—é’ﬁ’ﬁ]‘ ‘P—}%-(ﬁxﬁ)‘ ‘(0,0,1)-(—1,1,1) L3
e e N [ S Y ==y s SRV
La distancia entre las dos rectas es d(ry,r2) = ? ud.

@ Estudiar, y determinar en caso de existir, el plano que contiene a los puntos P(1,2,1) y Q(7,0,0) y

. 3r+2y+32—5=0
que es perpendicular a la recta r =
r—y—2+3=0

= Los puntos p, Q) € ™ entonces el vector ]@ = (6,—2,—1) es UN vector director del plano.

- 2 7
¢ J

» El plano 7 es perpendicular a la recta r entonces 7, I w=|3 2 3|= (1,6,—5)
1 -1 -1

= Todos los vectores que sean directores del plano ‘ son perpendiculares‘ al vector caracteristico 7 :

PQLT < PQ-TW=0y[(1,6,-5)- (6,2 1) =6—12+5#£0]

‘No existe ningun plano que cumpla las condiciones del problema‘

6
Dados el punto P(1,1,—1), larectar =z = % =z—3,yel plano m = 6z + 6z — 12 = 0, se pide:

a) Hallar el punto simétrico de P respecto del plano .

1
b) Hallar los puntos @ de la recta r que distan — unidades del plano 7.

V2

a) Hallar el punto simétrico de P respecto del plano .
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La recta s es perpendicular al plano 7, la intersecciéon del plano y la
recta, s N ™ = M, punto medio del segmento de extremos el punto P
P y su simétrico P’

Ecuaciones paramétricas de la recta s:
M

Punto de la recta P € s. =1+
P SJ_7T<:>U—S>H7IT>7I-:(1,O,1) S = y:1 V)\ER
z=-14+ A

El punto medio M € s entonces M (1 + A\, 1,—1+ \) y M € 7, las coordenadas del punto verifican
la ecuacion del plano 7:

T+A—142-2=0=[)=1]
el punto medio del segmento es | M (2,1,0)

Las coordenadas del punto medio de un segmento son la media aritmética de las coordenadas de los
extremos. Sea P'(z,y, z) entonces:

r+1

> =2=z=3
1

—1

Z2 =0=2z=1

El punto simétrico es P’ (3,1,1)

1
b) Hallar los puntos @ de la recta r que distan E unidades del plano 7.
Q@ € r entonces Q(a, —6 + 4, 3 + «).
a+3+a-2 Pa+1]
VIE+12 V2 V2
2a+1=[1]—

2a+1=|—1|=|a=—1]

Distancia de un punto a un plano: d(Q,7) =

Resolviendo la ecuacién en valor absoluto: ‘204 + 1‘ =1=

Sustituyendo los valores obtenidos:

Los puntos son @Q1(0,—6,3) y Q2(—1,—10,2) ‘

@ Hallar las ecuaciones de los planos que pasan por el punto P(—7,2,—3) y tales que las proyecciones
perpendiculares del origen sobre dichos planos son puntos de la recta r = (z,y, z) = (0,4, 1)+¢(1,0,0).

Radiacién de planos de vértice el punto P: | A(x +7) + By — 2) + C(2 +3) =0, Vil = (A, B,C) # I

Sea O’ el punto proyeccién del origen de coordenadas sobre un plano de la radiacién, entonces:

» El punto O pertenece a la recta r, | O" = (¢,4,1) | y al plano. Sustituyendo en la ecuacién del plano:

A(t+7)+2B+4C =0

—
» Por ser proyeccién ortogonal, el vector | OO’ = (¢,4,1) | es paralelo al vector = (A, B,C):

—
00" | 7 < 4_B_¢
t 4 1
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At+20+4C+T7A=0
Resolviendo el sistema: < B = 4C por sustitucién:
A=t-C

2 ty = —4
Sitj=-3= —3(z+7)+4y—2)+2+3=0=3r—-4y—2+26=0
Sitgo=-4=— —4(z+7)+4(y—2)+2+3=0=4r—4y—2+33=0

741 [t =-3
CPH1204THC =0 2 17t 4+12=0 = ¢t = :{1

Los planos son m =3z —4dy —2+26 =0y m =4 —4y —2+33=0
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