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Capitulo 1

El nimero real

1.1. Numeros irracionales

En el crédito comin se estudia la necesidad de un conjunto mayor que el conjunto de los nimeros
racionales. Si queremos calcular la diagonal de un cuadrado de lado la unidad, fig( 1.1), d*> = 12 + 12 = 2,
no existe nimero racional tal que su cuadrado sea igual a 2, por lo tanto, deben existir nimeros que no

son racionales.

1

Figura 1.1: Diagonal de un cuadrado de lado la unidad

1.1.1. La irracionalidad de /2

La demostracién que el nimero v/2 es irracional se efectiia por el procedimiento matemético conocido
por reduccién al absurdo.

El método consiste en suponer que es falso lo que queremos demostrar y llegar a una contradiccion.

Supongamos que el niimero v/2 es racional, es decir, existen dos niimeros enteros p y g, primos entre s,
tal que V2 = g, la fraccién es irreducible.

Despejando y elevando al cuadrado:

Si el cuadrado de un niimero entero (p) es par entonces dicho niimero entero p también es par, por lo tanto

existird un nimero entero m tal que p = 2 - m y elevando al cuadrado p? = 4 - m? y sustituyendo:

4-m?P=2-¢=¢*=2-m?
q? es par y repitiendo el razonamiento anterior ¢ es par.
Conclusién los dos niimeros enteros p y ¢ son pares y hemos supuesto que eran primos entre si, es una

contradiccién.



El niimero real 1.2 Niumeros reales

La contradiccién viene de suponer que /2 era racional, por lo tanto, el nimero v/2 es no racional,
es decir, irracional. El nimero /2 no se puede expresar como cociente de dos niimeros enteros ni como
decimal exacto o periédico. Una expresién aproximada de v/2 con 40 cifras decimales es:

V2 & 1,4142135623730950488016887242096908078570

.z ’ . . 3
También son nimeros irracionales: /3, V7,7, .. ..
Al conjunto formado por estos nimeros no racionales recibe el nombre de conjunto de los irracionales
y se representa por I.

1.2. Numeros reales

El conjunto de los nimeros reales es la la unién disjunta (Q (I = () del conjunto de los racionales Q y
de los irracionales I:

R=QUI
Los conjuntos que conocemos son:
N={0,1,2,3,------ b Conjunto de los ntimeros naturales.
Z={----- ,—3,—2,—1,0,1,2,3,------ }  Conjunto de los nimeros enteros.
Q= {%|a, beZ con b# O} ......... Conjunto de los ntmeros racionales.
L Conjunto de los niimeros irracionales.
R Conjunto de los nimeros reales.

El conjunto de los reales es una ampliacién de los racionales, esto implica una relacién de inclusién, (C),
entre los conjuntos numeéricos:
NCZCcQCR

Gréficamente, fig( 1.2), podemos representar las inclusiones con la ayuda de diagramas:

1.2.1. Construccién de nimeros reales

Las raices cuadradas de los niimeros naturales se pueden construir con regla y compads, fig( 1.3), basta
aplicar reiteradas veces el teorema de Pitagoras:
Ejercicios

1. Completar la siguiente tabla con los simbolos € (pertenece) y ¢ (no pertenece):

NIZ|Q|IT|R

&
o
o)

SIS

—

e
DI
‘H

3,14114111411114 . ..
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El niimero real 1.3 Operaciones con numeros reales

Figura 1.2: Conjuntos numéricos

1 4
Figura 1.3:/%epregse1\1{;cién de nimeros reales

2. Escribir, si es posible, un ntimero real no racional.

3. Escribir, si es posible, un nimero irracional no racional.
4. Escribir, si es posible, un niimero entero no natural.

5. Demostrar la no racionalidad del nimero v/5.

6. Construir un recténgulo cuya diagonal mida /5.

1.3. Operaciones con nimeros reales

En el conjunto de los nimeros reales se definen dos operaciones internas que reciben el nombre de suma
(4+) y producto (-) de nimeros reales.
Propiedades de la suma

» Asociativa: Va,b,c e R a+ (b+¢)=(a+b)+c

= Elemento neutro: Va €¢ R, 40 € R talque a4+0=04+a=a

» Elemento opuesto: Va € R,3(—a) e R tal que a+ (—a)=(—a)+a=0

s Conmutativa: Va,be R, a+b=b+a
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El niimero real 1.4 Orden en los niimeros reales

Propiedades del producto
» Asociativa: Va,b,c e R a-(b-¢)=(a-b)-c
= Elemento unidad: Va € R,d1 € R talque a-1=1-a=a
= Elemento inverso: Va € R, a # 0, El% € R tal que a-azé'azl

s Conmutativa: Va,be R, a-b=b-a

Propiedad distributiva

Va,b,c € R se verifica a-(b+c)=a-b+a-c

La igualdad anterior escrita de derecha a izquierda recibe el nombre de sacar factor comun.
Las operaciones sustraccién y division se definen, respectivamente, aplicando el opuesto y el inverso:

» Sustraccién: a — b= a + (—b)

= Division: % =a- % siendo b # 0

1.4. Orden en los numeros reales

Definicion 1.1 Dados dos numeros reales cualesquiera a,b € R, diremos que a es menor o igual a b y
se denota a < b, si se verifica que la diferencia entre el elemnto b y a es positiva o cero.

a<b<«<=b-a positiva o cero

Propiedades

El conjunto de los reales con la operacion menor o igual, (R, <), verifica las siguientes propiedades

= Reflexiva: a <a, VaeR

a<b
s Antisimétrica: Si y = a=
b<a
a<b
» Transitiva: si y =a<c
b<c

Diremos que los reales es un conjunto totalmente ordenado.

Lee y aprende

Simbolo | Notacién | Cémo se lee
< a<b a es menor o igual que b o b es mayor o igual que a
< a<b a es menor estricto que b o b es mayor estricto que a
> a>b a es mayor o igual que b o b es menor o igual que a
> a>b a es mayor estricto que b o b es menor estricto que a
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El niimero real 1.5 Densidad de R

1.5. Densidad de R

En los conjuntos de los niimeros naturales y de los enteros, entre dos ntiimeros consecutivos no existe
ningun otro ntimero ni natural ni entero.
En el conjunto de los racionales ,Q, entre dos niimeros racionales existen infinitos nimeros racionales,

por ejemplo, entre % y % podemos escribir infinitos ntimeros:

3_30 31 32 33 39 40_4
550 “50 50 S50 "S5 30 5
3_300 301 302 303 399 400 _ 4
5 500 500 500 500 50 500 5

Y asi podriamos construir infinitos niimeros racionales.

La propiedad anterior se enuncia diciendo que el conjunto Q es denso. Pero no todos los niimeros son
racionales, es decir, en QQ, hay agujeros. En el conjunto de los reales ,R, entre dos ntimeros reales existen
infinitos niimeros racionales e irracionales, es decir, no hay agujeros. El conjunto R ademés de ser denso es

completo.

Representaciéon de R
Los ntimeros reales se representan sobre la recta real. El cero divide a la recta en dos semirectas:
» La semirecta de la derecha recibe el nombre de semieje positivo: R*.

= La semirecta de la izquierda recibe el nombre de semieje negativo: R™.

1.6. Intervalos

Algunos de los subconjuntos del conjunto de los reales reciben el nombre de intervalos.

1.6.1. Definiciones

» Se llama intervalo abierto de extremos a y by se representa por (a,b) =|a, b| al conjunto de todos
los niimeros reales x tales que a < x < b:

(a,b) ={xeRla<x <b}

( )
a b

» Se llama intervalo cerrado de extremos a y by se representa por [a,b] al conjunto de todos los

numeros reales x tales que a <z < b:

[a,b] ={x e R|a<x <b}

T

| |
a b

= Se llama intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha de extremos a y by se
representa por [a,b) al conjunto de todos los nimeros reales z tales que a < x < b:
[a,b) ={xeRla<x < Db}

[ )
a b
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El niimero real 1.6 Intervalos

= Se llama intervalo abierto por la izquierda y cerrado por la derecha de extremos a y by se
representa por (a,b] al conjunto de todos los nimeros reales z tales que a < x < b:

[a,b) ={xeR|a<x<Db}
( ]

T

a b
Se llama longitud de un intervalo (a,b), a < b a la diferencia entre sus extremos: b — a
El intervalo abierto de extremos —oco y +00 es el conjunto R.

R = (—00,400)

Ejercicios: Definir, representar y hallar su longitud, si es posible, de los siguientes intervalos:

1. (-2,5) 1 L4 7. (=% +00)
2. (—%,2) 5. [~2,-3) 8. (~16,15]
3. [-v2,3) 6. (—o0,—1] J: (_%%)

1.6.2. Operaciones con intervalos

Definicién 1.2 (Unién de intervalos) Dados dos intervalos A y B de R se llama unién de A y B y se
escribe AU B al intervalo formado por los elementos de A o de B.

AUB={xeR|xcAdbéxecB}
Ejemplo: Si A = (—3,5] y B =[—1,7) entonces AU B = (—3,7)

( A

[ B )
-1 7
( AUB \
-3 7
Definicién 1.3 (Interseccién de intervalos) Dados dos intervalos A y B de R se llama interseccion
de A y By se escribe AN B al intervalo formado por los elementos comunes de A y de B.

ANB={xeR|xecAyxeB}
Ejemplo: Si A = (-3,5] y B =[—1,7) entonces AN B = [—1,5]

( A

[ B

-

[ ANDB ]
-1 5)
= La unién de dos intervalos, no vacios, siempre serd un subconjunto no vacio de R.

s La interseccién de dos intervalos puede ser el conjunto vacio: ()

Ejemplo: Si A = (=3,1] y B = [1,1,7) entonces AN B = (), no hay ningtin nimero real que pertenezca,

simultaneamente, a los dos intervalos.
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El niimero real

1.7 Valor absoluto

Propiedades
Propiedad Operaciones
Unién Interseccién
Asociativa Au(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(AnB)NnC
Conmutativa AUB=BUA ANB=BnNA
Idempotente AUA=A ANA=A
Distributiva AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

1.7. Valor absoluto

Definicién 1.4 (Valor absoluto) Sea x un nimero real. Se llama valor absoluto de x y se denota |z|

al nimero:

—z si <0
|z| = 0 si =0
xr si x>0

El valor absoluto de un ntimero es siempre positivo o nulo.

Ejemplos:
1. |—3/=3 3. ‘%’:% 5. |—nl=m
2 ‘_%‘:% 4. —|-3|=-3 6. | —v2/=v2
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Capitulo 2

Potencias

2.1. Potencias de base real y exponente entero

En los cursos anteriores se han estudiado las potencias de base un numero racional, en este crédito
estudiaremos las potencias de base cualquier nimero y de exponente un nimero entero.

Definicién 2.1 (Potencias de exponente natural) Sea a € R yn € N, se llama potencia de base a y
de exponente n y se denota por a™ al producto de la base (a) por si misma n veces.

nfactores
——
at=a-a-a-...-a
Ejemplos:
L. (=2)3 = (=2)-(=2)- (=2) = -8 NNt _ 1. 1.1 1_ 1
(=2)° = (-2)-(=2) - (-2 3 (Z) 3311k
2.3%=3.3.3=27 4. (=5) = (=5) - (=5) - (=5) - (—5) = 625

Definicién 2.2 (Potencias de exponente entero) Sea a € R y n € Z, se llama potencia de base a y

de exponente n y se denota por a™:

ICLO:]_
nfactores
fﬁ_-
s " =0-a-a-...-asineN
-a_":a%siendoa#OyneN
Ejemplos:
-3_ 1 1 -3 1 _ 1
L (-2 = g =g 3.3 =k =%
NNt 1 g
2. (—=5)4= L =1 1 (ZI) Syt
e (1)

Lee y aprende

Es muy importante en una potencia distinguir la base y el exponente:
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Potencias

2.2 Propiedades de las potencias

Ejemplos

2.1.1.

VRN

a base de la potencia

n exponente de la potencia

‘ Potencia ‘ Base ‘ Exponente

(=2)74 | —2 —4
—274 2 —4
() (3] o

Signos de las potencias

Aplicando la definicién y la regla de los signos:

Base Exponente Signo ‘ Ejemplo
Positiva Par Positivo 3'=3.3-3-3-3=381
Positiva Impar Positivo 33=3.-3-3=27
Negativa Par Positivo | (—3)* = (=3) - (=3) - (=3) - (-3) =81
Negativa Impar Negativo (=3)3 = (=3)-(=3)-(=3) = —27

Ejercicios

Completa el siguiente cuadro:

‘ Potencia ‘ Base ‘ Exponente ‘ Signo ‘ Resultado

2.2. Propiedades de las potencias

Propiedad 2.1 EI producto de dos potencias de la misma base es igual a otra potencia de la misma base
y de exponente la suma de los exponentes.

Demostracion:
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Potencias 2.2 Propiedades de las potencias

La demostracién de esta propiedad y de las posteriores, se basa en la definicién de potencia. La demos-
traremos para exponentes naturales y después por extension a exponentes enteros.

nfactores m factores
a-d" = a-a-a-...-a-a-a-a-...-a=
(n+m) factores
- Gaa . a=atm
Ejemplos:
(_2)3 . (_2)2 _ (_2>3+2 _ (_2)5 — 39 $2 i .1‘4 _ x2+4 — .1‘6

Ejercicio: Aplicando la propiedad anterior demostrar que a® =1, .

Propiedad 2.2 EI cociente de dos potencias de la misma base es igual a otra potencia de la misma base
y de exponente la diferencia de los exponentes.

La demostracion se deja como ejercicio para el alumno.
Ejemplos:

w
|

o
—

o

_ 5 3-(-4) _ 53+ _ 51 _ 5 x —5-2 -7 _

i

ot
8
8

Ejercicio: Aplicando la propiedad anterior demostrar que a® =1, .

Propiedad 2.3 El producto de dos potencias de distinta base y del mismo exponente es igual, a una
potencia del mismo exponente y de base el producto de las bases .

an'bn: (ab)n
Demostracion:
nfactores nfactores
P N
at-bvt = a-a-a-...-a-b-b-b-... b=
nfactores

Ejemplos:

3.2 =(3-2)° = 6" =36 P = (z-y)

Propiedad 2.4 El cociente de dos potencias de distinta base y del mismo exponente es igual, a una potencia
del mismo exponente y de base el cociente de las bases .

z—z = (%)n siendo b # 0

La demostracién se deja como ejercicio para el alumno.

Ejemplos:

(-3)2  (-3\ [1)\* 1

(-6)2 \-6/ \2) 4
Propiedad 2.5 La potencia de una potencia es otra potencia de igual base y de erponente el producto
de los exponentes.
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Potencias 2.2 Propiedades de las potencias

(an)m = g™

Demostracion:
Consideremos el caso de n > 0y m > 0. Los restantes casos se dejan como ejercicio para el alumno.

m factores msumandos
(an)m:an-an.an._...an:an+n+...+n:an.m
Ejemplos:
2\3 _ 923 _ of 9\ —3 9.(—3 s 1

Comprobar con ejemplos las siguientes propiedades de las potencias:
» Si0<a<1lyn<m entonces a™ > a™.
» Sia>1yn<mentonces a” < a™.

» Sia>0,a#1ya"=a" entonces n = m.
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Capitulo 3

Radicales

3.1. Definicién y notaciones

Definicién 3.1 (Radical de indice n) Sea a € R yn € N, no nulo, se llama raiz n-ésima de a, a un
numero b € R, si existe, tal que elevado a la potencia n nos dé el numero a

Va=b<=0b"=a

Nomenclatura de /a
a: Radicando
n: Indice de la rafz (n € N, n # 0)
/¢ Stmbolo del radical

Casos particulares

» Si el indice es 2, entonces /a se lee raiz cuadrada de a.

» Si el indice es 3, entonces {/a se lee raiz cubica de a.
Ejemplos:

1. V4 = £2. Efectivamente: 22 = 4 y (—2)? = 4.

2. /=27 = —3. Efectivamente: (—3)3 = —27.

. /32 = 2. Efectivamente: 2° = 32.

w

4. v/—16 € R. Efectivamente, no existe ningtin nimero real tal que su cuadrado sea igual a un nimero
negativo.
3.1.1. Relacion entre potencia y radical

La potenciacion y la radicacién son operaciones inversas, lo mismo que la suma y la diferencia , la
multiplicaciéon y la division. Por ello las propiedades de una opercaién van estrechamente ligadas con las

de la operacién inversa.

Proposicion 3.1 La potencia n-ésima de la raiz n-ésima es igual al radicando.
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Radicales 3.2 Teorema fundamental. Radicales equivalentes

(3/a)" = a

Demostracion:
b= 3
Va=v8by = 2 (a)" = a

Proposicion 3.2 La raiz n-ésima de la potencia n-ésima es igual a la base.

Vi =a
Demostracion:

Vb=a+<a"=b sustituyendo el valor deb {a" =a
Ejemplos:

1. ¢/(=3)3 = -3 3. (Y2)’ =1

2. V24 = 4. (Yr+y)’ =4y

3.1.2. Numero de raices reales de un radical

Aplicando la definicion :

‘ Indice ‘ Radicando N.° de raices en R ‘ Ejemplo ‘

Par Positivo | Dos raices reales opuestas | v/16 = 42

Par Negativo No tiene raices en R vV—-1¢R
Impar | Positivo Una raiz real positiva V243 =3

Impar | Negativo Una raiz real negativa V-8 = -2

Ejercicios

Completa el siguiente cuadro:

‘ Radical ‘ Indice ‘ Signo del radicando | N.© de raices en R | Resultado
V81

3.2. Teorema fundamental. Radicales equivalentes

Teorema 3.1 Si el indice y el exponente del radicando de un radical se multiplican (dividen) por un mismo
numero, no nulo, el radical que se obtiene es equivalente al dado, teniendo en cuenta la siguiente tabla:
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Radicales 3.2 Teorema fundamental. Radicales equivalentes

'Indice

Radicando n Par n Impar

am >0 {+\/"am—+"{7am” Q/a_:{ WamP st m-p impar

—vam = —"X/amp +®/a™ si n-p par

¢ R am "/a™ si n-p impar
a =
—%/a™ si n-p par

a™ <0

Ejemplos:
L VB VE = F o
2 Y5= U= U= ...
3.2 =4V22 =4+ V2=
L Y8 =~ YT =~ Y IP =

Si aplicamos la propiedad fundamental de los radicales, los signos de los radicales se deben mantener.

3.2.1. Aplicaciones de la propiedad fundamental
3.2.1.1. Radicales irreducibles

El teorema fundamental nos permite transformar un radical en otro tal que el indice y el exponente del
radicando sean primos entre si. De esta manera obtendremos un radical irreducible.

Para encontrar el radical irreducible de {/a™ se calcula el m.c.d.(n,m) = p y se divide el indice y el
exponente por p.
Ejemplos:

1. \4/52 el m.c.d.(4,2) = 2 y el radical irreducible es v/2.
2. V36 el m.c.d.(6,8) = 2 y el radical irreducible es v/33 = v/27.
V281 el m.c.d.(54,81) = 27 se obtiene v/23 = /8.

3.2.1.2. Reduccion de radicales a indice comun

Reducir un conjunto de radicales a indice comin es encontrar radicales equivalentes a los dados que
tengan todos el mismo indice.
El procedimiento es similar a la de reduccién de fracciones a denominador comun:

= Se calcula el m.c.m. de todos los indices, que serd el indice comun.

= Se divide el indice comun por cada uno de los indices y el cociente se multiplica por el exponente del
radicando.

Ejemplos:

1. Reducir a fndice comiin los siguientes radicales: /2, v/5, v/3

El m.c.m.(2,4,6) = 12 por lo tanto el indice comun de los tres radicales es 12:

" 12:2=6 2= V26= Y64
" 12:4=3 5= V5= 125
s 12:6=2 V3= 32="129
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Radicales 3.3 Operaciones con radicales

2. Reducir a indice comun: v5az, V/3a2z3, V225 Elm.c.m.(2,5,6) = 30 por lo tanto el indice comiin
de los tres radicales es 30:

2 30:2=15 bhaz = Y/ (5azx)’® = V55415215
2 30:5=06 v3a2z3 = %/ (3a223)° = V/36412;18
" 30:6=5 /25 = Y/(225)° = V25z%

3.3. Operaciones con radicales
3.3.1. Producto de radicales

3.3.1.1. Los radicales tienen el mismo indice

Propiedad 3.1 El producto de dos radicales del mismo indice es igual a un radical de indice el comun y

de radicando el producto de los radicandos.

Demostracion:
La demostracién se basa en la definicién de radical y en las propiedades de las potencias:

Va=z < a=2a"
Vb=y < b=y" “ v
aplicando la definicién de radical: z-y = Va-b

sustituyendo los valores de z e y:  /a- Vb= Va-b

Y= (zy)"

Ejemplos:
1. V4-V/5=v4-5= 20
2. V2-V6-V5=12-6-5= V60
3. V2zy - V3z = \/6a%y

3.3.1.2. Los radicales tienen distinto indice

Para multiplicar radicales de distinto indice debemos aplicar el apartado anterior:
1. Transformar los radicales dados en radicales equivalentes que tengan todos el mismo indice.
2. Efectuar el producto de los radicales con el mismo indice.
Ejemplos:
1 V2 V3= N2t V3= V2t 38 = V432
2. V2x - By Yry = \/ 21)° \/ (3y)* - 1\2/(333/ = 1R/264633y32292 = 13/26338y5
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Radicales 3.3 Operaciones con radicales

3.3.2. Aplicaciones del producto de radicales
3.3.2.1. Extraccién de factores de un radical

La propiedad de multiplicar radicales del mismo indice se puede leer de derecha a izquierda:

Propiedad 3.2 La raiz n-ésima de un producto es igual al producto de las raices n-ésimas de cada uno de
los factores.

Este resultado permite extraer faCtoreS de un radical.
Ejemplos:

L V32=v2=v22.22.2=v22.V22./2=2.2. V2 =42
2. V250 = V5% -2 = V125 V2 = 532
En general, para extraer faCtOI‘eS de un radical, ¥/a™ - b" - ¢P, se sigue el siguiente procedimiento:
= Si los exponentes de las potencias son menores que el indice del radical, no se pueden extraer factores.

= Se divide cada exponente, mayor o igual, que el indice por él. El cociente de la divisiéon sera el
exponente al cual estard elevada la base fuera del radical y el resto, es el exponente con el cual queda
en el interior del radical.

Ejemplos:

1. Extraer los factores del radical: v/81a6b23¢19 El ntimero lo descomponemos en sus factores primos:
81 = 3%.

» 4:4 =1 por lo tanto extraemos fuera del radical 3!.
» 6:4 de cociente 1 y de resto 2: Fuera del radical: a' en el radicando a?.
= 23 :4 de cociente 5 y de resto 3: Fuera del radical: b> en el radicando b.

» 19 : 4 de cociente 4 y de resto 3: Fuera del radical: ¢* en el radicando ¢3.

V81abb23¢19 = 3ab°c* Va2b3 3
2. Simplificar el radical: /922 + 932
V922 4 992 = \/9(22 + 42) = 3v/22 + 12

Atencién no se pueden extraer ni 22 ni y? son Sumal’ldOS.

3.3.2.2. Introducir factores en un radical

Es la operacién inversa de introducirlos. El procedimiento es el inverso. Para introducir un factor en un
radical elevamos dicho factor al indice del radical.
Ejemplos:

1. 3v2 = v2- 3% = V162

2. 2a3V/2a2b = V/2 a2 - b- 25 - 435 = V64al7h2
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Radicales 3.3 Operaciones con radicales

3.3.3. Cociente de radicales
3.3.3.1. Los radicales tienen el mismo indice

Propiedad 3.3 El cociente de dos radicales del mismo indice es igual a un radical de indice el comun y
de radicando el cociente de los radicandos.

Va _ . /a

vV

La demostracion se basa en la definicién de radical y en las propiedades de las potencias y se deja como
ejercicio para el alumno.

Ejemplos:
ﬁ — 5/Z
1 Y5 = i3

5

a/1-3 3
3. 44_§yy =4 4£yy = V422 = V2222 = 2z

3.3.3.2. Los radicales tienen distinto indice

Para dividir radicales de distinto indice debemos aplicar el apartado anterior:

1. Transformar los radicales dados en radicales equivalentes que tengan todos el mismo indice.

2. Efectuar el cociente de los radicales con el mismo indice.

Ejemplos:

3 12 2\4
2 2 2x 24 8
2. \4/§ \/1(2 _x3) =% —w‘g = V1625

3.3.4. Potencia de una raiz

Propiedad 3.4 La potencia m-ésima de una raiz de indice n es igual a la raiz de indice n de la potencia
m-ésima del radicando.

(+/a)" = Vam

Demostracion:
Aplicando la definicién y el producto de potencias:

mfactores

Ejemplos:
1. (V2) = V25 = 32

2. (\5/ 3332y>3 = Y/(322y)3 = {/3320y3 = v {/27xy3
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Radicales 3.3 Operaciones con radicales

3.3.5. Raiz de una raiz

Propiedad 3.5 La raiz m-ésima de una raiz de indice n es igual a la raiz de indice m - n del radicando.

Demostracion:
Aplicando la definicién de raiz y las propiedades:

YVVa=b<= Ya=b" <= a=O")" ="
aplicando la definicién de raiz

b= "{/a igualando el valor de b
Y/ o= "y

Ejemplos:
1. VV6 =106
2.\ Va3 = ¥’ = Ya

3. (Ve —y= ¥ —y

Todas las propiedades anteriores se pueden aplicar también leyéndolas de derecha a izquierda y por lo tanto

nos sirven para trabajar con los radicales.
Ejemplos:

1 V8= 8=V =2
2. Vab = (Va)’

3.3.6. Suma y diferencia de radicales

Definicién 3.2 (Radicales semejantes) Dos radicales son semejantes si tienen el mismo indice y el
mismo radicando. Pueden diferir en el coeficiente que los multiplica.

Para saber si dos o mas radicales son semejantes debemos aplicar las propiedaes anteriores: extraer factores,
introducir factores, etc.
Ejemplos:

Estudiar si son semejantes los siguientes radicales:

1. Vo —vy, 3-vx—y, —2¢/x —y, Efectivamente todos tienen de indice 2 y de radicando = — y, por
definicién son semejantes.

2. V12, v/27, V/3z2. Descomponiendo los radicandos y extrayendo los factores:
» V12 =v22.3=2/3

s V322 =23

Todos tiene de indice 2 y de radicando 3. Son semejantes.

3. V144, /75, /300, v/108. Descomponiendo los radicandos y extrayendo los factores:
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Radicales 3.4 Racionalizar

V144 = V24 .32 =/22.3 =23
V75 =352 =53

V300 =v22-52.3=2-5V3=10V3
V108 = /2233 =2.3V/3 =63

Son, efectivamente, semejantes.

Suma algebraica de radicales

= Lasuma algebraica de radicales SOlO se puede efectuar si los radicales son SemeJ al’ltes

En dicho caso se extrae factor comun el radical semejante y se suman los coeficientes.
= Si los radicales no son semejantes la suma se deja indicada.
Ejemplos:
1. Efectuar, si es posible, las siguientes operaciones:

2v/20 + 4v/80 — 5V/180 + 3v/125 + V50 =
= 2vV22.544V24 .5 -5V22.32.5 4 3VE + V2 2 =
= 4V5+16V5 —30V5 4+ 15V5 +5vV2 = (4 + 16 — 30 + 15) - V5 + 5v2 =
= 5V5+5V2 =55+ V2)

2. Efectuar, si es posible, las siguientes operaciones:

V24— V81 =V23.3 - V3t =2V3-3V3=(2-3)V3=-3

3.4. Racionalizar

En las fracciones aparecen radicales en el denominador, la operacion de encontrar una fraccién equivalen-
te a la dada que no tenga radicales en el denominador, se le llama racionalizar la fraccidén o simplemente,
racionalizar denominadores. En este crédito estudiaremos dos tipos de denominadores:

3.4.1. El denominador es un radical de indice n
3.4.1.1. Caso general

Se multiplica numerador y denominador por la raiz de indice n y de radicando cada uno de los factores
elevados a la diferencia entre el indice y el exponente respectivo.

Sea la fraccién: —24_ siendo P,q < n:
Sap - b4 ’

M M- Varp . pn=a M. e pra
YVap b4 Vap - ba- Yanp . b4 VP . anP - bd - pr—a
M-W_M-W

Var b B a-b
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Radicales 3.4 Racionalizar

3.4.1.2. Caso particular: Radicales cuadraticos

Si el denominador es una radical cuadratico se multiplica numerador y denominador por dicha raiz
cuadrada.

M M-ya M-\ya M-ya

Va© Va-va Ve a
Ejemplos: Racionalizar las fracciones:

L 5 _5V3 53
V3 OVBVE 8

3 _ 3/6 _3/6_ 6
V6 VG-V 6

2
5 _ab__ _ab _  abVa?h _ _ bVa?b _ bVa?b _ Va?b
Va2 avab®  a-Vab?-vVa2b  Va3b3 ab @

2

3.4.2. El denominador es un suma algebraica de dos radicales cuadraticos

Definicién 3.3 (Conjugado de un binomio) El conjugado de una suma de dos sumandos es igual a la
suma de uno de ellos con el opuesto del otro.

Ejemplos: Calcular los conjugados de:

—a+b
1. a + b sus conjugados son 0
a—2>b

V243
2. V2 — /3 sus conjugados son ¢

V23

—V5+/3
3. =5 — /3 sus conjugados son 6
V5 V3

Para racionalizar una fraccién tal que su denominador sea la suma algebraica de dos radicales cuadraticos,
se multiplican numerador y denominador por el conjugado del denominador.

En el denominador siempre aparecerd el producto de una suma por una diferencia de radicales cuadrati-
cos que es igual a la diferencia de cuadrados y aplicando la propiedad fundamental de los radicales,
(Va2 = a), se racionalizara la fraccién.

Ejemplos: Racionalizar y simplificar:

1.
3 3-(V2-3)

V23 (V2+VB) (V2-VB)
3-(WV2-+v3)  3-(vV2-V3) 3-(vV2-V3)

(V2 —(v3)?  2-3 -1
= -3(vV2-V3)
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Radicales

3.5 Potencias de exponente fraccionario

2.
a-b (a—b)(avb+byva) _ (a—b)(avb+bya) _
avb — by/a (Vb — by/a) - (avb+bya)  (avb)? — (by/a)?
(a—b)(avb+bya) (a—b)(aVb+bya)
a’b — b’a B ab(a — b) B
 avb+bya
N ab
3.5.

Potencias de exponente fraccionario

Definicion 3.4 Sea a € R y % € Q entonces se llama potencia de base a y de exponente
indice n y de radicando a?.

g al radical de

SIS

a’ = v/aP

Ejemplos: Escribir como potencia de exponente fraccionario los siguientes radicales:

L Y = a2l 3. /3T = V3 = 3
2. Va3 = a3/’ 4. Va3 b= (a® b)1/2 = a¥2 . pl/2

Las propiedades de las potencias de niimeros reales con exponente racional son las mismas que las de las
potencias con exponente entero. Y su demostracién se basa en las propiedades de los radicales.

Las operaciones de multiplicar, dividir, potencia y radicacién de radicales se pueden efectuar mediante
potencias de exponente fraccionario.
En particular:

La raiz de indice n de a es igual a la potencia de base a y de exponente 7,

1
Va=a"
Demostracién:
Consideramos n € N n 0 entonces n - L _ 1 Podemos deducir: a®= = a! = a Aplicando las
n p
propiedades de las potencias: (al/”) = a y por la definicién de raiz de indice n: /a = al/m
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