cAPiTULO 1

Nimeros complejos

Al resolver ecuaciones de segundo grado az? + bz + ¢ = 0 no siempre tienen soluciones reales, si el
discriminante A = b? — 4ac es negativo, la rafz cuadrada no tiene soluciones reales. El conjunto de los
numeros complejos nos permitird, entre otras aplicaciones, resolver estas ecuaciones de segundo grado.

Definicién 1.1 (Conjunto de los complejos. Forma cartesiana). Se llama conjunto de los nimeros

complejos, se denota C, al producto cartesiano de R x R

C={(a,b) | a,b € R}

Notacion

Los nuimeros complejos se denotan por las letras z,w, - - -.
a = Re z, parte real del complejo z
z = (a,b) entonces
b=1Im z, parte imaginaria del complejo z

Numero real si z = (a,0), la parte Im z es igual a cero entonces el nimero complejo es a € R:

NCZcCcQcCcRcCC

Imaginario puro si z = (0,b), la parte Re z es igual a cero entonces el complejo es un imaginario puro.

Cero Si z = (0,0) entonces se escribe z = 0, nimero complejo cero.

Unidad real El par (1,0) =1 es la unidad real

Unidad imaginaria El par (0,1) es la UNIDAD IMAGINARIA se escribe |(0,1) =i |

La notacién de ¢ para la unidad imaginaria es debida a Leonhard EULER, matemaético suizo del siglo
XVIIL

NOTA: Launidad imaginaria, 7, en fisica se representa por la letra j para evitar confusiones de notacién.




Numeros complejos 1.1 Operaciones con complejos. Forma cartesiana

Definicién 1.2 (Igualdad de complejos). Dos nimeros complejos, z,w € C son iguales si lo son sus
partes reales e imaginarias.

z = (a,b) a=-c (Re z =Re w)
, zZ=w <~ ]
w = (c,d) b=d (Im z = Im w)

1.1 Operaciones con complejos. Forma cartesiana

Definicién 1.3 (Suma de complejos). Sean z = (a,b) y w = (¢,d) dos complejos se llama suma de z y
Re(z4+w)=Rez+Rew=a+c
w y se denota por z + w al complejo:

Im(z+w)=Imz+Imw=>b+d

z4+w=(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)

La operacion suma es una operacion interna: +: Cx C———C
(z,w) — z4w

NOTA: El simbolo + se emplea cuando definimos la operacion SUMA, hay que tener en cuenta qué
estd operando:
z+w suma de complejos

Rez+Rew=a-+c¢ suma de numeros reales

Imz+Imw=>b+d suma de numeros reales

Propiedades de la suma

Asociativa (z1 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) = 21 + 22 + 23, V21,292,253 € C
Elemento neutro Vz = (a,b) € C, (a,b) + (0,0) = (0,0) + (a,b) = (0+a,0+b) ® (a,b) El elemento
neutro de la suma de complejos es: (0,0)

() EL 0 es el elemento neutro de la operacién suma de niimeros reales.

Elemento opuesto Vz = (a,b) € C tiene que 3(z,y) € C tal que:
(a,b) + (z,y) = (z,y) + (a,b) = (0,0). Por definicién de suma de complejos:

igualdad d lejos [a+z =0 r=—a
(a—i—:c,b—i—y):(0,0)lgua : :efompejos{ :>{

b+y=0
El elemento opuesto de z = (a,b) es —z = (—a, —b).
Conmutativa z+w=w+ 2z, Vz,w € C

En las demostraciones se emplea las propiedades de la suma de ntmeros reales. Se dejan como ejercicio
demostrar las propiedades asociativa y conmutativa.

Definicién 1.4 (Diferencia de complejos). La diferencia de complejos se efectia sumando el opuesto
del complejo sustraendo:

2-w=(a,b) — (,d) = (@b) + (~¢,~d) = (a+ (~¢),b+ (~d)) = (a— ;b )
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Numeros complejos 1.1 Operaciones con complejos. Forma cartesiana

Definicién 1.5 (Producto de complejos). Sean z = (a,b) y w = (¢,d) dos complejos se llama
producto de z y w y se denota por z - w al complejo:

Re(z-w):Rez-RewEI Im z-Im w = ac — bd

Im(z-w) =Re z-Im w+1Im z-Re w = ad + be

z-w=(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

La operacion producto es una operacion interna: -: C x C———C

Propiedades del producto

Asociativa (z1-29) 23 =21 (22-23) = 21 - 22+ 23, V21,292,253 € C
Elemento neutro(unidad) Vz = (a,b) € C, (a,b)-(1,0) = (1,0) - (a,b) © (a,b) El elemento unidad del
producto de complejos es: (1,0) =1

(*)(a,b) - (1,0)=(a-1—-b-0, a-0+b-1) = (a,b)

Elemento inverso Vz = (a,b) € C tiene que 3(z,y) € C tal que:
(a,b) - (z,y) = (x,y) - (a,b) = (1,0). Por definicién de producto de complejos:

igualdad d lej ar —by=1 ;
(az — by, ay + bz) = (1,0) lgualdad de complejos { Y Resolver:(ﬂ>51stema

ay+bxr =0

(a) @’z —aby=a
-(b) b’z +aby =0

246240 a
sumando (a2 + bz =a * = - =
} umando (a Jr=a = =z pr—

(=b) —abxr +b%y = —b
| (a)  abz+a’y=0

a2 2 _b
} sumando (a? + b%)y = —b 1670 Y=

1 —b
El elemento inverso Vz € C\ {0},327! = -= <a2 i 2T b2)'

Conmutativa z-w=w-z, Vz,w € C

Distributiva zj - (22 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23, Vz1,22,23 € C

Definicién 1.6 (Divisién de complejos). La division de complejos se efectia multiplicando por el
inwverso del complejo del denominador:

Vz = (a,b) € C,Yw = (¢,d) € C\ {0}

z_, Wl = (a,b) c —d _ (ac+bd —ad+ bc
w o Y A+d?c2+d2) \E+d> 2+ d?
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Numeros complejos 1.2 Forma binémica

Ejemplos:
1. Efectuar: (2,3) - (—2,4)
(2,3) - (—2,4) VLY (2:(-2)-3-42-443-(-2)) = (-16,2)
2. Efectuar: (0,1)-(0,1) = i-i =2 (Producto por si mismo de la unidad imaginaria)
(0,1 - (0, 1) P (o-of1-1,0-1+1-0> = (~1,0) = —1

i =—1

Ejel”CiCiO: Resolver la ecuacién: |z®> +1 =0/, en los siguientes conjuntos: R y C

Definicién 1.7 (Producto de un real por un complejo). Sean k € R y z = (a,b) € C se llama
Re(k-z)=k-Rez
producto de k por z y se denota por k- w al complejo:

Im(k-z)=k-Im 2

k-z=k-(a,b)=(k-a,k-b)

La operacién producto es una operacién externa:

-t RxC——C
(k,2) — k-2

Representacién grafica

Por definicién el conjunto C es un producto cartesiano, por lo tanto los ejes de coordenadas cartesianas se
emplean para representar el conjunto de los niimeros complejos.

Eje de abscisas: Eje real.

Eje de ordenadas: Eje imaginario.
Im 2z =195

Sea z = (a,b) € C. El punto del plano de coor-
denadas (a,b) se llama afijo del complejo z.

El vector que une el origen de coordenadas con
el afijo, (a,b), se denomina vector asociado al
complejo z.

Figura 1.1: Representacién gréfica de z = (a,b)

1.2 Forma binémica

Aplicando las definiciones de las operaciones con complejos:

1.7 idad .
2= (a,5) "™ (4,0) + (0,5) "= a(1,0) + b(0,1) " 4 L 4, V2 e C
Si el complejo z se escribe de la forma a + bi se dice que estd en FORMA BINOMICA
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Numeros complejos 1.2 Forma binémica

Potencias de la unidad imaginaria

En un ejercicio se ha demostrado que i> = —1. Entonces:
iV =1
it =i
i =—1
B=i2i=(-1)-i=—i
it= .7 =(-1)-(-1)=1
P=iti=1-i=i (1.1)
=i i=i-i=4=—-1

Las potencias naturales de la unidad imaginaria son ciclicas de orden cuatro.

entonces 1" = ,_1

En general para calcular ¢":

n 4 . . . .y exp. miltiplo de 4 . .
Zn:Z4C+T:Z4C-7,T a 1.47 =47
r(x) | c

(*) El resto de un divisién entre 4 es 0,1,2 6 3

Ejemplos:
1. Calcular: 4539,

4539 | 4

| 1134

;4530 _ ;4113443 _ 41134 ;3 _ 1 .3 _ 3

2. Calcular: 72002,

2002 | 4

.| 500
2]

;2002 _ ;450042 _ ;4500 ;2 _ 1 ;2 _ ;2 4

Operaciones en forma binémica
Suma z+w= (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)
Diferencia z —w = (a+bi) — (c+di) = (a — ¢) + (b — d)i

Producto z-w = (a + bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi> (ac — bd) + (ad + be)i

Definicién 1.8 (Conjugado de un complejo). Sea z = (a,b) = a + bi € C se llama conjugado
de z y se denota Z al complejo que tiene la misma parte real que z y su parte imaginaria es la

opuesta de z.

z=a-+bi entonces Z=a— bi
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Numeros complejos 1.2 Forma binémica

Propiedades

(1)
(2)
3)
(4)
()
(6)
(7) E
(8)

z+zZ=2-Rez=2a y 2z—2=2i-Imz=2W
Involutiva Z = 2
=7 < z€R

Z+w,Vz,weC

w =%z -w,Vz,w € C

N

l\z

l\z

6
7

z-Z=(a+bi) (a—bi)=a— (bi)*=a® b =a®>+b* cRT

El conjugado del opuesto es igual al opuesto del conjugado: —z = —z,Vz € C

8) El conjugado del inverso es igual al inverso del conjugado: z—1 = <E> ,VzeC*

Cociente En primer lugar calculamos el inverso, 2!, de un complejo, no nulo, en forma binémica:

* zZ —bi
=1 e Z_l = z = a ’ (12)

e O
a? + b2 a2+ a®+ b

Por la propiedad (6) z-Z = a® +

() El producto de dos complejos es igual a la unidad, por lo tanto uno es el inverso del otro.

= bi
Sean {Z ot Z, € C, w # 0, entonces:
w=c+di

g

Z—z w_l(lf)z wo . zZ-W (6) 2
wo e+ 2+ wew

Para dividir dos complejos en forma binémica se multiplica numerador y denominador por el
conjugado del denominador.
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Numeros complejos 1.2 Forma binémica

Ejemplos:

2—-3i 2—-31)-(1+4 248 —3i—12i> 14+5i 14 )
(1) Calcular: i_ | ) (1+40) To e '

14 (1-4)-(1+4) 1+16 “Tw T
3 3-(—9) -3
1

- S

i-(—1) 1

Potencias Para calcular (a + bi)",n € N se aplica el desarrollo del Binomio de Newton y las potencias
de la unidad imaginaria (1.1).
n

(at+bi)"=3" (Z) a" k. (bi)*

k=0

Ejemplos: Calcular las potencias

(1) (2-3i)2=4—-12{+ 9> =4—-12{ — 9= —5—12i
(2) (1-1)?

- @ (o (Jecrs (s (o (-

=1-5i4+102—103 +5* —i°==1-5i—10+10i +5—i = -4+ 4i

Raiz cuadrada (1) El radicando es un nimero real negativo:

0>0, v=a=+y/(-1)-a=+v=1-va" = tiva

Ejemplo:  Resolver la ecuacion: 2> —2z+5 =0

2+ 4i
C2+VEI-2 24706 2441 | A=
T T T2 T T2 T, 24

22

=1+

=1-2¢

i Qué relacién existe entre las dos soluciones de la ecuacién de segundo grado? Razona si dicha
relacién se cumple en cualquier ecuacién de segundo grado.

(2) El radicando es un niimero complejo: v/a + bi. Calcular un nimero complejo

x +1iy, x,y € R tal que por definicién de raiz cuadrada debe verificar :

(x+iy)> =a+bi

def(1.2
(:L‘+iy)2:a+bi:>az2+233yi+i2y2:a—l—bi:>932—y2+2a:yi:a—|—bi eé)

-y’ =a

resolver el sistema de ecuaciones de segundo grado {2 B
Ty =
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Numeros complejos 1.2 Forma binémica

Ejemplo: Calcular: \/2 —2v/3 i

2-20Bi=as+iy= (z+iy)’ =2-2V3= 2+ 2y i+i%y’ =2—-2V/3 =
22—y’ =2

2 2 . e
T —y 4+ 22yt =2 — 23 = 3 sustitucion
2xy:—2\/§=>y:—£(*) =
x

2
3 2+v4+12 244 3

mi — —
x 2 2 -1
x2:3:>x—:|:\/§g>

Las raices de \/2 — 2v/3 4  son 21 =v3—1i
n=—V3+i

i, Qué relacion existe entre las dos raices de un radical cuadratico?

Razona si dicha relacién se cumple en cualquier radical cuadratico.
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Numeros complejos 1.3 Forma trigonométrica. Polar

1.3 Forma trigonométrica. Polar

En la propiedad (6) se ha demostrado que a? + b> > 0, tiene sentido la definicién siguiente:

Definicién 1.9 (Mdédulo de un complejo). Sea z = (a,b) = a + bi € C, se llama mdédulo de z y se
denota, 7 = |z|, a la raiz cuadrada positiva de la suma de los cuadrados de la parte real y la parte

1maginaria.

r:‘z|:—|— a2—|—b2,(TER+)

Propiedades del moédulo

(1) [2| =0 <= 2=0 B) lz+w| <|z| + | w
2_ =
@) |z === (6) [z w| = |2] - [l
(3) |2] = 7|
(7) |=2| = |2]
|Re z| < |7|
(4) 1yt
[Tm 2| < |z] (8) |27 =272 #0
Demostracién

La propiedad (5) recibe el nombre de desigualdad triangular:

z+wf? =(z+w) ZTw) =(z+w) (Z+T) = 2Z+ 20+ Zw + Wl =

@
=22+ 2w+ zw + |w|?* = |2> + 2 Re (20) + |w|? [<]|2]? + 2|2|[@] + |w|® =

= (1ol + ful)”

2
24wl < (J2] + [wl) (€ RY) = |z +w| < [2] + w

c.qd
Definicién 1.10 (Argumento de un complejo). Sea z = (a,b) = a + bi € C, se llama argumento de
cosf = — =2
EI -
z y se denota, arg z, al conjunto de valores 0, tal que: Y
b
sinfl = — = —
2|

Al UNICO, S [O, 27‘(‘) recibe el nombre de argumento principal de z y se denota Argz

Definicién 1.11 (Forma trigonométrica y polar). Sea z = a + bi y por definicion: a =r - cosf y

b=r-sinf entonces:

Z:a—l—bi:T-COSe—f—r-SinQi:r. (C089+isin0) = 7y
forma trigonométrica polar

Ejemplos:
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Numeros complejos 1.3 Forma trigonométrica. Polar

(1) Calcular el mddulo y argumento principal del complejo z =i

La parte real, a = Re ¢ = 0 y la imaginaria, b = Im ¢ = 1, por lo tanto:

Médulo r = +vV02+12 =1

0
cosf = 1= 0
Argumento principal , el inico dngulo entre [0, 27) que verifica las dos
1
ing=-=1
sin .

.. .. . ™
condiciones es el argumento principal. Arg i = 0]

(0,1) =i

T
. . T .. 0=
z:0+1-z:(0,1):1-(cos§+zsm§>zlg \ 2

(2) Calcular el mddulo y argumento principal del complejo z = —\V/3+i

La parte real, a = Re z = —/3 y la imaginaria, b = Im z = 1, por lo tanto:

Médulo 7 = +4/(—v3)2+12 = +/3+ 1 =2

5
-3 2T 150°
cosf = — = 6
2 = 210°
Argumento principal 6
5 =30°
sinf =1 = {[5
2 % = 150°

el inico dngulo entre [0, 27) que verifica las dos condiciones es el argumento principal

51

Arg(—V/3 +1i) = 150° = -

5) 5
z=—V3+i=(-V3,1)=2" <cos%—|—isin%) :25%

(3) Calcular la forma binémica del complejo z = 4%

5 /3
y— gy — 4 (cos?% —l—z’sin?%) :4(cos 135° —|—fisin135°) —4 (—% +z\/7—>

z=—2V/2+2V2
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Numeros complejos 1.3 Forma trigonométrica. Polar

Interpretacion geométrica del médulo y argumento

Tal como se obseva en la figura, el médulo de un complejo es igual al médulo (norma) del vector asociado.
Se calcula aplicando el teorema de Pitdgoras.

La tangente trigonométrica del argumento principal es el cociente entre b = Im z y a = Re 2. El
argumento es la arcotangente de dicho cociente.

b
Figura 1.2: Médulo: r = |z| = +Va? + b%. Argumento: cosf = g y sinf = —
r r

Problema practico

Sea z =a+ bi
Moédulo r = +va? + b2.

Argumento principal (1) Se determina en qué cuadrante se encuentra el afijo del complejo.

(2) Se calcular la arcotangente de \g| y el angulo obtenido se traslada al cuadrante hallado en
(4.11)

Ejemplos:
1. Hallar la forma polar del complejo: z = —3 — /3 i
Médulo r = +va? + b2 = +\/(—3)2 +(—v3)2 = +V/9+ 3 = +V/12 = 2V/3.

Argumento principal (1) { ba—:—_\/§ } = { ;01:3 zg } = 0 € 3% cuadrante

6

—V3
(2) arctan <—3> = 2 —30° en el tercer cuadrante corresponde con el dngulo:

9:w+%=%”=180°+30°:21o°

22—3—\/51':2\/57%:2\/52100
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Numeros complejos 1.3 Forma trigonométrica

. Polar

2. Hallar la forma polar del complejo: z =2 — 24/3 i
Médulo r = +va? + b2 = +1/22 + (—2V/3)2 = +/4 + 12 = +/16 = 4.
Argumento principal (1) { “ :22\/5 } = { cosf >0 } = 0 € 4°cuadrante

b=— sinf < 0
—2v3
2\/_ T_ 60° en el cuarto cuadrante corresponde con el angulo:

3

(2) arctan

g—om T = 2" _ 360° _ 60° = 300°
373

2=2—2V3i=1435: = 43900

3
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Problemas nimeros complejos

1. Calcular el opuesto de los complejos:

(a) (2,3) (c) (0,2) (€) —1+1i
(b) (—1,1) (d) 2—3: (f) —3i
2. Dados los niimeros complejos:z; = —3 + 2i, 2o = —2 + 5i, z3 = 6 — 6i. Calcular
(a) 21+ 22 — 23 (d) 22le23
(b) 2122+ 23 (e) 2"
1
(c) % + 23 (f (21 — 2z2) - 23

Representar graficamente los resultados.

3. Dados los ntimeros complejos: z = 5 — 3i, w = —4 + 8i. Calcular:
(a) z (d) z-w
(b) w
(c) z+w e (&)

4. Dado el complejo z = 5 — 3i, calcular y representar en el plano:

(a) z71 (f) z—1
(b) z (8) 2-2
(c) z+1 (h) z-4
(d) z—1 (i) 22

(e) 2+ G) z:z

5. ;Existe algin nimero complejo z tal que z = z~'? Razonar

6. Realiza las siguientes operaciones con numeros complejos:

(a) (3+2i)- (1+1i) — 5i(2 + 44) @ <%1§§)2
(b) (_Z) : (\/5_ \/gz) : (\/6“‘ \/gz) (e) (1 + i)6

2 5.)? )
(c) (g . 21) (f) (3 2i)*

16



Numeros complejos

1.3 Forma trigonométrica. Polar

(g) 3127
7. Calcular:
(&) (i +3)2 © (1+0)(1—4)(2+0)(2—1)
4+ (L41)3 + (1 —4)?
2+ 1 144¢ (I+49)-(1—-14) 2147
b - d) = _ _
()(1+Z)2 @ 5+ 21 1—i
8. Resolver en C, las siguientes ecuaciones
g
(a) B3—=05i)+(4—2i)z=11—1 (h) 224+224+1-i=0
(b) giig— = —8i (1)%4—3—21-24—42
(c) 22—62+34=0 (j) 3622 —242+13=0
(d) 22 —82+20=0 (k) 422 +42+5=0
(e) 21—1—31—,2 2;—,2(34-21) (1) 23 4222 +52 =0
+7] ez —
(f)%:?)—l (m) 22 —-822-9=0
(g) V22+1—2=—i (n) 2%+ 2322 =0
9. Resolver en C, los siguientes sistemas de ecuaciones:
(1—-d)z + 2w = i z — w = 3—-9
(a){ 2+ (243w = 1+i ® Vs + w = 2743
10. Calcular z € R con la condicién de que el producto (3 + 2i) - (z + 67) sea imaginario puro.
11. Calcular z €R tal que: (1 + 3i) - (z + 2i) sea:
(a) Un nimero real. (b) Un imaginario puro.
3a—9 _ ;
12. Calcular a,b €R tales que: SaThi 54 44
13. Calcular las raices cuadradas de los niimeros complejos:
(a) 161 (c) 5— 2i
(b) —12 + 163 (d) 3+
14. Escribir en forma trigonométrica los complejos:
(a) 20 (h) 3—3i
(b) —3 (i) 2+ /3
(c) 2+2i (G) =5+ 5
(d) 6v/3 —6i (k) —6—6-/3i
(e) 2+3i (1) 8 —8-/3i
(f) —i (m) 4+ 44
(g) 8 (n) 0
15. Escribir en forma binémica los complejos:
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Numeros complejos 1.3 Forma trigonométrica. Polar

(a) 2(cosm +i-sinm) (e) 6\/§(c0s% +4-sin %)

(b) 3(cos 37” + i -sin 37”) (f) 2v/2(cos 135° + i - sin 135°)
(¢) 450 (g) laroe

(d) 23300 (h) V21350

16. Determinar k para que el nimero complejo w = 34__—23]?

(a) Sea un ntmero real.
(b) Sea un numero imaginario puro.
(c) Su afijo estd situado en la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

17. La suma de dos complejos es 4 + 2i, la parte real de uno de ellos es 3 y el cociente de éste por el
segundo es imaginario puro. Hallar los dos complejos.

18 V2

. Hallar dos nimeros complejos tales que uno de ellos sea imaginario puro, el médulo del otro 7;2 y la
suma de ambos es igual a su producto.

19. ;Qué valores deberén tomar z e y, reales, para que el complejo z = 4z + 3y + 2 + (4z — y)i sea

(a) nulo (b) igual a 1 +4?

20. Hallar dos complejos sabiendo que sui cociente es imaginario puro, su suma es real y vale 5 y el
modulo del dividendo es doble del médulo del divisor.
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