Polinomios

Definicién 1 (Expresion algebraica) Una expresion algebraica es una expresion con nimeros y letras
(que representan nimeros) en la que aparecen las operaciones usuales: suma, resta, multiplicacion, division
y potenciacion.

Definicién 2 (Monomio) Se llama monomio a una expresion algebraica formada por el producto de un
nimero real y una variable (letra) elevada a un exponente natural .

. . n € N n es el grado del monomio
Son las expresiones del tipo: : { &

a € R a es el coeficiente del monomio
Definicién 3 (Polinomio) Se llama polinomio a la suma algebraica de varios monomios de distinto grado:

P(z) = apz™ + a12™ ' + apx™ 2 + - - ap_32® + ap_o2® + ap1 1 + ay,

(n e N grado del polinomio
ag, A1, An_1,0, € R coeficientes del polinomio
donde: < ag coeficiente principal del polinomio
an término independiente del polinomio
La;, Vi € N coeficiente del monomio de grado 1

Propiedad 1 Dos polinomios en la misma variable son iquales si y solo si tienen el mismo grado e iguales
coeficientes en las respectivas potencias de x.

Definicién 4 El conjunto de todos los polinomios de grado n en la variable x con coeficientes reales se
denota (se representa) por: R,[z] = {P(x)|gradP(z) < n,a; € R,Vi € N}.

1. De las siguientes expresiones indicar cuales son polinémicas:
(a) V323 — 22 + 10 (c) 4x5 —2* + 10 (e) 32 —57x +1 (g) Vab —z +2
5
(b) =2 (d) 7 (f) vz +1 (m) 1

2. Completar el siguiente cuadro:

Grado | Coeficiente | Término | ;Completo? | Monomio
Polinomio Principal Independ. de grado 2

P(x) =2 —Ta* — 2% + 22

3. Escribe un polinomio de grado tres cuyo término independiente sea -2 y cuyo término principal sea 6.

4. Sean P(z) = az* —32® + 8z — 1y q(z) = 2* + bx® — 32° + cx — 1. Si P(z) = q(z) jqué se puede decir
de a,by c?

Definicién 5 (Suma de polinomios) Dados dos polinomios P(x), Q(z) € R,[z] se llama suma de P y
Q y se denota por (P + Q)(x), al polinomio que tiene por coeficiente i-ésimo la suma de los coeficientes
1-ésimos de P y de Q).

Es decir, para sumar polinomios se agrupan los términos del mismo grado y se suman sus coeficientes.

La diferencia de polinomios P(z) — Q(z) se define cémo P(x) — Q(z) = P(x) + (—Q(x))
Propiedad 2 (PROPIEDADES DE LA SUMA DE POLINOMIOS)
e grad(P + Q) < mdx{grad(P); grad(Q)}



e conmutativaV P, Q eR,[z] P+Q=Q+P
e asociativaV P, Q, RER,[z] (P+Q)+R=P+(Q+R)

e Elemento neutro 30 € R,[z] > VP € R,jz] P+0 =0+ P = P. El polinomio nulo es:
0=0-2"+0-2"'4---0-22+0-2+0-1

e Elemento opuestoVP € R,[z] I(—P) € R,[z] > P+ (-P)=(-P)+P=0

Definicién 6 (Diferencia de polinomios) La diferencia de polinomios P(x) — Q(z) es la suma del poli-
nomio P con el opuesto del polinomio Q: P(x) — Q(x) = P(z) + (—Q(x))

Definicién 7 ( Producto de polinomios) Para multiplicar dos polinomios se aplica reiteradamente la
propiedad distributiva ,es decir, se multiplica cada término de uno por cada térmaino del otro, teniendo en
cuenta las leyes de multiplicacion y las de las potencias.

Propiedad 3 (PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE POLINOMIOS)
grad(P - Q) = grado(P) + grad(Q)

conmutativa VP, Q € R,[z] P-Q=Q P

asociativaV P, ), Re R,[z] (P-Q)-R=P-(Q-R)

Elemento neutro 31 € R,[z] 5VPeR,z] P-1=1-P=P

Observavién

En R, [z] no todo polinomio posee inverso para el producto. Es decir, dado P € R[z] en general no existe
otro polinomio @ € Rz] tal que P-Q = Q - P = 1. ;Por qué?

Definicién 8 (Divisién de polinomios)

Recordemos como se efectiia la divisién de polinomios con un ejemplo.

3zt 4528 -2z +3 | 2 -3z +2
-3z +92% —62? 327 +14z +36 = C(x)
+142%  —627
—142% +422% —28x
362%  —30x
—3622 +108x —T72
78r  —69 = R(z)

1. Colocamos el dividendo dejando huecos en los términos "que no estén”(coeficientes a; = 0).
. AN . . o 32 9
2. Para calcular el primer término del cociente dividimos: = 3z

3. El producto de 322 por el divisor se coloca cambiado de signo bajo el dividendo, haciendo coincidir los
términos del mismo grado.

4. Se suman los dos polinomios.

3
5. Se calcula el siguiente término del cociente dividiendo 1i§ = 14z

6. Se repite el proceso. La divisiéon acaba cuando el grado del resto es inferior al grado del divisor.

Obtenemos asi la siguiente relacién:

32t +52° — 2r + 3 = (2* — 3z + 2) - (32° + 14x + 36) + 782 — 69

© bien: 3zt + ba® — 2 3 78x — 69
x® +ox” —2x + 2 T —

=3 14r+364+ ————

z? — 31+ 2 v st +x2—3x+2




En general:

P(z) | q(z)
r(z) | c(z)
Tenemos que: P(x) = q(z) - c(x) +r(z)| (*)

Esta relacion recibe el nombre de Algoritmo de Euclides de la divisién y puede escribirse también
en la forma:

sin méas que dividir (*) entre ¢(x)
La expresion (*) tiene el maximo interés cuando el resto r(x) es cero, en cuyo caso se obtiene:

P(z) = q(z) - c(z)

que expresa el polinomio P(z) como producto de dos polinomios de grado menor y por tanto mas sencillos.
En este caso se dice que el polinomio ¢(x) divide al polinomio P(x) y se denota por:

q(x) | P(x)

Definicién 9 Se dice que un polinomio q(x) es divisor de un polinomio q(z) si q(x) | P(x). En este caso
se dice también que P(x) es miltiplo de q(z)

1. Dados los polinomios

o Plz)=2+622 -T2 +82% o Q(x) =2 —62>—T72°+825 e R(x)=—2—62%+ 723 — 82°

calcular :
(a) P+Q+ R (c) P(Q+ R)
(b) P-Q—R (d) 3- P

2. Dados los polinomios

o P(x)=22"—32%+ 62> — 4z +5 o R(x)=22"—32"+4x -5

e Q(z) =32% — 62* + 4z — 5 o S(z) =5x* —32% + 622 — 4z + 3
calcular :

(a) 2P—-3Q+R-S (c) (3P —2R) — (35S +2Q)
(b) (3P — 2Q) — (25 — 3R) (d) 3- P2

3. Determina un polinomio P(z) tal que 2P(z) + Q(x) — R(z) = 3z — 1, siendo Q(z) = 2> —2x — 6 y
S(z) =23 — 3x + 2.

4. Efectua las siguientes divisiones de polinomios e indica en cada caso cudl es el cociente y el resto.

(a) 325+ 2% — 22 +1: 723 (f) 122 — 7a® — T4a? — Tx + 12 : 322 — 7o — 4
(b)QZE +CE —3x+1: 2(E +1 (g> %$3—2$+7ZZE2—2$+1
(c) 38zt — 652% + 27 : —22% — 5z + 3 1 3
4 3 .32
(d)x—x+1 1—x2—2a? (h) a* = 22% + 7+ 52 -2
(e) 22 — 2% — 22% —dw — 1:22% — 3x — 1 (i) 2 — 3a®2® + 5a82% + 3a%2® — 7a'? : 2% — &3



Regla de Ruffini

La regla de Ruffini permite efectuar divisiones del tipo P(z) (polinomio cualquiera) entre uno del tipo x —[a]
con a € R de forma répida y sencilla.

Recordemos con un ejemplo como se hace:

aoll?4 CL1$3 2

asT asx ay
szt =323 —4a? 462 -1 | z =2
—5z* +1023 S5x3 +7x° +10x +26
T3
—7x3 414272
1022
—1022 +20z
26x
—206x 4952
51
5 =3 —4 6 —1

a=2 10 14 20| 52
5 7 10 26| 51

bo b1 by b3

Tenemos como resultado que:

5xt — 323 — 42 + 62 — 1 = (v —2) - (52® + 72 + 10z + 26) + 51
o bien:
S5at — 323 — 422 + 62 — 1

51
=523 + T2? + 102 + 26 + ——
xr— 2 T — 2




Ejercicios
1. Utilizando la regla de Ruffini, halla el cociente y el resto de las siguientes divisiones:

(@) 28 — 2?4+ 1z —10: 2 — 2 (
(b) 823 —3x + 2t +20+ 1222 : 2 + 3 (
(c) 325 —8r +4: l“"ZI

(d) 2 —1:2-1

Y 2

(i) 291: —|—3:1: =32t -’ +gr+dia -2

§) 7x—|— —l—% 145x3—|—%:x+3

(k) 2y* + ay? +1ay—ay+g4 —%a

(1) 2z — m*23 + 4m x4—%m6x2—m2 —%m2

(m)my +may 2may —I—ay—ma :y—ma2

(m) (a—c)x®* —(a—c)*2* +(a—c)xr —(a—c)*:x— (a —¢)

Valor numérico de un polinomio. Ceros de un polinomio

Definicién 10 (Valor numérico de un polinomio para x = k) FEl valor numérico de un polinomio P(z)
para v =k (k un nimero real) es el valor que se obtiene al sustituir la variable x por el valor k y efectuar
las operaciones indicadas en el polinomio. Se denota por P(k).

Ejemplo

Si P(x) =5x% — 323 —42? + 62 — 1 y k = 2 , el valor numérico de P(x) para x = 2 seréa:

p(2)=5-2"-3-22-4.224+6-2—-1=51
Definicién 11 (Raiz o cero de un polinomio) Dados P(x) € R,[z] un polinomio y a € R un nimero
real, se dice que a es un cero (o una raiz) del polinomio P(x) si P(a) =0, es decir, si el valor numérico de
P(z) para x = a es cero.
Ejercicios
1. Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

(a) Todos los polinomios tienen algin cero.
(b) Los polinomios de primer grado tienen un tdnico cero.

(¢) Los polinomios de segundo grado tienen dos ceros.

2. Un polinomio de primer grado P(x) = ax+b es una funcién lineal. ;Cémo es su representacién gréfica?
Si te dan la representacion grafica de un polinomio de primer grado jSabrias encontrar sus ceros?
Teorema del resto. Consecuencias

Teorema 1 (TEOREMA DEL RESTO) El valor que toma un polinomio P(zx) cuando hacemos x = a
, es decir p(a), coincide con el resto de dividir P(zx) entre x — a.



Observavién

Observemos detenidamente lo que dice el teorema:

1. Si en un polinomio sustituimos = por un nimero a y efectuamos las operaciones indicadas obtenemos

otro nimero al que llamamos P(a).

2. Si dividimos este polinomio P(x) entre el polinomio x — a el resto de la divisién es un nimero al que

llamamos R.

P(a) =R

3. El teorema nos dice que estos niimeros son el mismo, es decir que

Demostracién: Si dividimos el polinomio P(z) entre z — a obtendremos: P(x)

=C(z) (x —a)+7r (%)

donde C(z) es un polinomio de un grado menor que P(z) y R es un polinomio de grado cero, es decir, un
nimero (puesto que el divisor x — a tiene grado uno). La igualdad (x) es cierta para cualquier valor de = y

por tanto lo es en particular para r = a. Asi: P(a)

P(a) =R

como queriamos demostrar.

Consecuencias
Dos consecuencias inmediatas del teorema son las siguientes:

1. Si tenemos un polinomio P(z) y
de dos formas:

=c(a)- (a—a)+ Ry como a —a = 0 obtenemos:

queremos hallar su valor numérico para un nimero a, podemos hacerlo
directamente, sustituyendo z por a; o bien utilizando el teorema del resto que nos

asegura que P(a) es igual al resto de la divisién de P(x) entre x — a. Asi para hallar P(a) podemos

efectuar la divisidn.

Ejemplo
P(x) = %x‘:’ — T2 4 62 4 3 para x = 2 vale:
o0 -7 6 3
2| 41 2 10 8
2 3 1 5 —4 | —5=P(2)

2. De la misma forma si queremos averiguar el resto de una divisién del tipo P(z) entre x — a podemos

hacerlo hallando el valor numérico de P(z) para z = a

Ejemplo
Si P(x) = 3219 + 5% — 3210 + 222

Resto = p(=1) = 3(=1)'% + 5(—1)*

— 5, el resto de la divisién de P(z) entre x + 1 serd igual a p(—1).

—3(-1)*+2(-1)*-5=3-5-3+2-5=-8

Ahora bien, la consecuencia mas importante del teorema del resto es la que veremos en el siguiente punto.

Ejercicios

1. Utilizando el teorema del resto, averigua cudl es el resto de las siguientes divisiones:

— 228 +1:2x+1

1

a) ot — bzt + 7w x+2 (e) x'6
3 — 222+ 2 T+ 5
zt

(a) )
(b) 2® —a*+T2? +18:2 -1 (f)
(c) a*+3:2+3 ()
(d) 2 +a8+2* —2*—1:2+1 (h)

x—1
—at 4t —1:2-1



(i)3x2—%+2:x+% () —2x3+%x2—%x+2:x+%

2. Dado el polinomio P(z) = 3z* — 23 + 22? — Tz + 1, halla de dos formas distintas p(1). Lo mismo para
p(=2).

3. (Es 3 una raiz (cero) del polinomio P(z) = z* — 623 + 102 — 37

4. Afade el término independiente al polinomio P(x) = x* — 32% + x para que resulte divisible por z — 2.

5. {Qué valor ha de tener m para que el polinomio P(z) = 2° — 8z* + mx — 623 + 1 sea divisible por z — 4
?

6. En el polinomio P(x) = x* — 323 + 22 — 2m determina m para que al dividirlo por z +2 dé 16 de resto.
7. {Qué valor ha de tener m para que = + 1 divida a: z° + (m — 4)2? — 2z — (2m + 1).

8. En el polinomio P(z) = 2% — 521 + 62° + ax? + 4z + b, halla a y b sabiendo que P(x) es divisible por
r—3yporz+1.

9. Determina el polinomio az? + bx + ¢, sabiendo que es divisible por z + 2, da restos iguales al dividirlo
por x + 1 y por z + 3 y que el término independiente es 4.

10. Halla el polinomio de grado tres que verifica las siguientes condiciones:

(a) El coeficiente principal es 1.
(b) Es divisible por z + 1.
(c) El término independiente es 6.

(d) La imagen de —2 es cero.
11. Halla el polinomio de grado tres que verifica las siguientes condiciones:

(a) La imagen de 0 es 16.

(b) El coeficiente principal es 1.
(c) Es divisible por = — 1.

(d) 4 es raiz del polinomio.

12. En el polinomio P(z) = 223 — %ﬁ + %x + 3m, ;Qué valor ha de tener m para que (x — %) sea un

factor en su descomposicién factorial?

Factorizacién de polinomios

Si P(z) es un polinomio y a € R es un cero del polinomio (P(a) = 0), en virtud del teorema del resto, la
divisién de P(z) entre x — a tendra resto cero (resto=P(a)=0) y por tanto tendremos que:

P(z) = (z —a) - c(x)

donde C(z) es el polinomio cociente (de un grado menor que P(z)).
El polinomio P(z) podré escribirse como producto de un polinomio ¢(z) por = — a.
A su vez, si b € R es un cero de ¢(x) tendremos (por las mismas razones) que:

Clx) = Qx) - (x —b)

y asi:
P(z) =Q(z) - (x —b)- (z —a)
Si ahora encontramos un cero de (x) podemos seguir factorizando el polinomio P(x) (es decir, escribirlo

como producto de polinomios més sencillos).
El problema esta en localizar los ceros de un polinomio. A ello nos ayuda la siguiente propiedad:

Propiedad 4 Posibles ceros racionales de un polinomio.



1. Los ceros enteros de un polinomio son divisores del término independiente.
2. Los ceros racionales de un polinomio estan entre las fracciones que tienen:

e como numerador un divisor del término independiente.

e como denominador un divisor del coeficiente principal.

Ejercicios
Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones:

1. Si P(x) = 3x° — 223 4 62% — 5z + 6 sus ceros enteros son: +1, +2, +3, +6
3

2. Si P(z) = 32° — 22 + 62° — 5z + 6 el ntimero 7 1o puede ser un cero de P(z) porque aunque 3 es un
divisor de 6, 4 no lo es de 3.
Observavién

1. En el caso en que el término independiente valga 0, extraemos x factor comin tantas veces como sea
posible, como primer paso para la factorizacién.

2. En el caso en que todos los coeficientes del polinomio posean un divisor comin, lo sacaremos factor

comun al principio, para hacer mas sencillos los calculos y obtener el maximo grado de factorizacion.

Ejemplo

P(z) = 22° + 42° — 142 — 162° 4 242% =
sacamos maximo factor comun:
=22 (2" +22° —T2* — 8z +12) =
Posibles ceros enteros de (x4 223 — 722 — 82 + 12) son: 1, £2, +3, +4, +6, £12

12 -7 -8 12
1/ 1 3 —4 12
T3 4 —12 ] 0

de donde:
P(z) =22 (x — 1) - (2° + 32> — 4z — 12)

Posibles ceros enteros de g(z) son: +1, +2, +3, +4, +6, +12
Con 1 y -1 no sale resto cero. Probamos con 2.

13 -4 —12
2/ 2 10 6
15 6 | 0

Asi:

P(z)=22% (x —1)-(z —2) - (2* + 5z + 6)
Posibles ceros enteros de x? + 5z + 6 son: £1, £2, +3, 46
Con +1 ya sabemos que no da cero. Si probamos con 2 vemos que tampoco.

15 6
2| -2 -6
T 3 [ 0

y por lo tanto:
Plz)=22%(x—1)-(z—2)- (2 +2)- (z+3)

que esta asi factorizado al maximo .



3. Supongamos que queremos factorizar un polinomio de segundo grado P(z) = az? + bxr + ¢ y nos

encontramos con que no tiene ceros enteros ni racionales (como ocurre por ejemplo con 2z? — 4).

Si el polinomio fuera de grado mayor no podriamos, con lo que sabemos, averiguar si tiene otros ceros;
pero en el caso del polinomio de segundo grado podemos calcular sus ceros directamente sin mas que
resolver la ecuacién az? + bx +c¢ =0

Veamos, una vez calculados sus ceros, como se factoriza:

Ejemplo
P(x) =22%—4

207 —4=0 22°=4 2?=2 =42
Si hacemos Ruffini para dividir (tomamos por ejemplo el cero 4++/2) obtenemos
2 0 —4
V2| 22 4
12 2v2 | 0

Y asfi:
207 —4=(2-V2) - 224+2V2) = (z —V2)-2- (. +V2) =2 (z —V2) - (z + V?2)
Es decir, nos queda:
P(z) = coeficiente principal - (x — un cero) - (x — otro cero)

CONCLUSION:
Si P(x) = ax® +bx + cy a, (3 son sus ceros,el polinomio P(x) factoriza de la siguiente manera:

Pl)=a-(z—-a)-(z-0)

. Las identidades notables pueden ayudarnos a menudo a factorizar de forma rapida y sin cédlculos.

Identidades notables

) ) ) El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del
(a+b)=a"+2a-b+b primero mas el doble producto del primero por el
segundo mas el cuadrado del segundo

) ) ) El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del
(@a=b)"=a"—2a-b+b primero menos el doble producto del primero por
el segundo maés el cuadrado del segundo

s La suma de un binomio por su diferencia es igual
(a+b)-(a—b)=a"—b a la diferencia de los cuadrados de cada uno de los
monomios

El cubo de una suma es igual al cubo del prime-
(a +b)? = a® + 3a2b + 3ab® + b3 ro mas el triple del cuadrado del primero por el
segundo mas el triple del primero por el cuadrado
del segundo mas el cubo del segundo

El cubo de una suma es igual al cubo del primero
(a —b)® = a® — 3a2b + 3ab® — b menos el triple del cuadrado del primero por el
segundo mas el triple del primero por el cuadrado
del segundo menos el cubo del segundo

El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de
los cuadrados de cada uno de los monomios mas
los dobles productos de cada monomio con los res-
tantes, respectando la regla de los signos

(a+b+c)* = a® + b+ +2ab+ 2ac + 2be




Ejemplo
(a) 222 =18 =2+ (22— 9) =2 (z —
(b) z* =81 = (22 +9)- (z* —9) =
(c) 2t =222+ 1= (22 -1)2 =

3) - (x+3)
(22 49) - (z +3) - (z — 3)
(z+1)-(x—1))7*=

(2 +1)- (x - 1)?

Definicién 12 (Multiplicidad de los ceros) Si en la factorizacion de un polinomio P(z) aparece un cero
a n veces se dice que o es un cero de multiplicidad n. En este caso, en la factorizacion de P(x) aparecerd

el factor (x — a)™.
e Sin=2 se dice que el cero es doble.

o Si n=3 se dice que el cero es triple.

Ejercicios

1. Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.

(a) Siun polinomio no tiene ceros reales, entonces no se puede factorizar.

(b) El polinomio x* 4+ 72 + 6z + 1 no tiene ceros enteros ni racionales (compruébalo) .
tiene ceros y no se puede factorizar en.

(c) Si P(z) es un polinomio de grado 3, es imposible que tenga 4 ceros.
(d) Si a es un cero del polinomio P(x) entonces x — a | P(z)
(e) a es un cero de P(x) <= en la factorizacién de P(z) aparece el factor (z — «)

2. Halla las raices racionales de los siguientes polinomios:

) 2% — T2 —br + 75
)x — 22+ —2
(c) ® 4+ 5x? — 9z — 45
(d) 23 +32% — 2 — 3

a

3. Factoriza los siguientes polinomios:

(i) 223 — b2+ +2

(ix) 2?2 — 22 —5
(x) (2% 4 3z — 4)?
(xi) z* —4

(xii) a® +1

4. Efectia las siguientes operaciones:
(a) 1+2)-(1—=32)+ (1 +az)-2?
(b) 2+z)-3+2%)+2+2)-3—12?%)
(c) 1+xz) (1 —=32)+ (2+x) - (3—2?)
(d) 2+2z) - (1+2x)+6z-(1—2?) 22

5. En las siguientes expresiones, saca como factor comin todo lo que puedas:

(
923 + 622 — b — 2

Por tanto no

-3)%- 2z +1)- (2*+2)

(i) 3% + 3z + 3

(xiv) 42% — 9

(xv) P(z) = 2® + 42> + 5z + 2

(xvi) P(z) = 2z* — 23 + 22 + 3z — 2
(xvii) P(z) = 52® — bx
(xviii) P(z) =22% + 3z +1

(xix) P(x) = 2° + 5z® — 622

(xx) P(z) = 22 — 5a® — 8z + 20

(xxi) P(x) =32% — 2% — 272+ 9
(xxii) P(z) = 32* 4+ 5 — 92% — 92 + 10
(xxiii) P(r) = 22* — 323 — 2® + 32 — 1



) 322y + 2zy%z (f) 622y — 3y* + 222
) by + 3z + ay — 2%y (g) 2az* — 4a’z + 12ax
) (@2 +y° +22y) + (z +y) - (z —y) )

_ 3
) (w+y)? (x—y)+ (& —y)? (z+y)? (h) 492* — 21lax + 42z
) 15(z +y) + 25(z + y)* + 20(x + y)° () —z+a2%— 2%+ 2%

(2 =1)- (2 +2z+ 1)+ (x—1) (x+1)2

k) (2> =1)- (2> 4+2)+ (22 +1)- (z —1)*- (z + 1)
(1) %@2:1:3 — %a z? lefanQ + 152a z?

6. Descompoén en factores, realizando una doble extraccién de factor comun.

(a) ac — bc+ ad — bd (f) y® —yt +2¢% — 2y
(b) ay — 2by — 2bx + ax (g) by* — 2a + ay* — 2b
(c) a* —ab—ax — bz (h) 3mn 4+ mp+ 3rn+rp
(d) 6ab — 9b* + 2ax — 3bx (1) 3ma? — nz? + 3my* — ny?
(e) 14az? — Ta® — 22° + a (j) 322 — 224 — 32ytx? + 2y*

Teorema 2 (Teorema fundamental del algebra) Si P(z) es un polinomio de grado n, entonces posee
n raices reales o complejas.

Demostracion: Haremos la demostracion por reduccion al absurdo.
Supongamos que aq, g, A3, ...Q,, G,y son ceros de P(z). Entonces en su factorizacién tendriamos:

Px)=Fk-(t—a1) - (z —ag) (. —apn) (£ — apy) -

Pero este producto tiene grado > n + 1 y por tanto es imposible que sea igual a P(z) que tenia grado n.

m.c.m. y m.c.d. de dos o mas polinomios. Algoritmo de Euclides

El m.c.m y el m.c.d. de varios polinomios se definen de forma analoga que el m.c.m. y el m.c.d. de varios
nimeros.
Recordemos que:

e El m.c.d. de dos o mas nimeros es el mayor nimero que sea divisor de los niimeros dados.
e El m.c.m. de dos o mas nimeros es el menor nimero que sea divisible por los nimeros dados.
De la misma forma se define:
Definicién 13 (Maximo comin divisor y minimo comin miltiplo)
1. El m.c.d. de dos o mds polinomios es el polinomio de mayor grado que divide a los polinomios dados.

2. Bl m.c.m. de dos o mds polinomios es el polinomio de menor grado que es divisible por los polinomios

dados.

Calculo del m.com y el m.c.d. Para calcular el m.cm. y el m.c.d. de dos nimeros tenemos dos
posibilidades:

e Método general (que sirve para dos o mas nimeros):
Factorizar (expresar como producto de niimeros primos) los nimeros dados y entonces:

— El m.c.d. es el producto de los factores comunes elevados al menor exponente.

— El m.c.m. es el producto de los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

11



e Algoritmo de Euclides
Este algoritmo permite calcular el m.c.d. de dos ntimeros. Recordemos cémo funciona calculando el
m.c.d. de los nimeros 5207 y 10541.
Cogemos el mayor y lo dividimos por el mas pequeno poniendo el cociente sobre el divisor.

Ahora cogemos el divisor y lo dividimos por el resto, poniendo siempre el cociente sobre el divisor.

41
7 |12 7

2
| 5
1

Este proceso lo hemos de continuar hasta que el resto de la division de cero. Entonces el tultimo divisor
(en nuestro ejemplo 127) es el m.c.d.
Para calcular el m.c.m. una vez averiguado el m.c.d. de dos nimeros x e y utilizaremos la siguiente
propiedad:

r-y = med. (z,y) - m.cm.(z,y)

Asi en nuestro ejemplo:
10541 - 5207 = 127 - m.c.m.(10541, 5207)

De donde: 10541 - 5207
m.c.m. (10541, 5207) = ————=— = 432151

Este método es igualmente aplicable al calculo del m.c.d. y m.c.m. de dos polinomios.
Ejemplo
Sean P(z) = 2* — 81y q(z) = 2% + 22% — 92 — 18

e Meétodo general
Factorizamos los polinomios:

Plrx)=2'-81=(2>-9)- (2*+9) = (z+3) - (z—3) - (2* +9)

qz) =2 +22° —92 — 18 = (x +3) - (x — 3) - (v + 2)

m.c.d. (P(z), q(z)) =(x—3) (2 +3) = (2% - 9)
m.cm. (P(z), ¢(z)) =(x—=3)-(x+3)- (22 +9) - (x +2)

12



e Método de Euclides

r =2
rt —81 | 23 4222 -9z —18
—zt =223 4922 +18z
203 +42° —18x —36
13272 —117

Ahora hay que dividir 23 + 222 — 92 — 18 por 1322 — 117

En el caso de los polinomios, en vez de tomar

el resto (en el ejemplo 1322 — 117), se puede tomar

un polinomio asociado a éste, es decir, un polinomio que se obtenga multiplicando o dividiendo dicho

polinomio por un nimero.
En nuestro ejemplo:

132 — 117 =13 - (2* — 9)

y es mucho mds cémodo utilizar z? — 9

r +2
3 4222 -9z —18 | 2?2 -9
—z3 +9x
2x° —18
— 222 +18
0

Como el resto es cero, tenemos que el m.c.d. es el dltimo divisor: 22 — 9
Para hallar el m.c.m. utilizamos la propiedad antes mencionada, valida también para polinomios. Asi:

(z* —81) - (2 + 22 — 9z — 1

(z* —81) - (2% + 22% — 9z — 18)

8) = (2> — 9) - m.cm.(P(z), q())

m.c.am.(P(x), q(z)) 2 -9

Ejercicios

= (2 +9) - (z° + 22> — 9z — 18)

1. Halla el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios en cada uno de los apartados siguientes:

(a) P(x) =23 -1, q(x) =2*> —z, r(x)=12>—

1

(b) P(z) = 3z* — 323, q(x) = 1223 +122%, r(z) = 182° — 18z

(c) P(z) =152 — 522, q(x) =22 —62+9, r(z)=9— 2?

(d) P(x) =5y —10, g(z)=15y>—60, r(x)=3y>— 12y + 12

(e) P(z) =(z—1)* 2, qlz)= (-1 (z+2), r(@)=(x+2)* (z-5) 2

(f) P(x) =ar —ay —bx +by q(z) =2*>—2xy+y*, r(xr)=3a® — 6ab+ 3b

(g) Plx)=a"—y', q(z)=2"—y*, r(z) =2° -2’y +ay’ —y’
2. Factoriza el polinomio P(z) = 223 + 32% — 923 — %,sabiendo que % , —% , Y — % son ceros del polinomio
3. Los valores ' = 3, # = 2 y & = —2, son tres ceros del polinomio P(z) = z* + 23 — 162? — 42 +48. Halla

el cuarto cero y descompén el polinomio en factores.

4. Averigua de dos formas si:

(a) z+ 3|32 — 21z + 18
(b) x —1|72* — 52 + 32% — 4o — 1

)
(c)
)
)

x+1|%x5—%x4—%x3—x2+%x+%
(d x—%\ix+%x3+%{x2—%+4x5

(e) x —a|a®x® + ax? — 2a® + a’z — 3az* + 22°

13



Fracciones algebraicas

Definicién de fraccion algebraica. Fracciones equivalentes

Fracciones algebraicas.

Definicién 14 (Fraccién algebraica) Una fraccion algebraica es una expresion del tipo:

F(@:% con p(z), q(z) €Rla] y q(z) #0

es decir, es un cociente de polinomios. Denotaremos el conjunto de las fracciones algebraicas por K |x]
Ejemplo

2
1. Fi(x) = xT’;l es una fraccién algebraica.

72
2. Fy(z) = %TH no es una fraccién algebraica. (El numerador no es un polinomio.)

3. F3(z) = 42 — 22? 4+ 7 es una fraccién algebraica.(Podemos considerarla una fraccién con denominador
1, que es un polinomio.)

3
4. Fy(z) = % no es una fraccién algebraica.(El numerador no es un polinomio, puesto que el
x
exponente % no es natural.)
5. Fy(x) = 327 % + 22 + 7 si es una fraccién algebraica puesto que:

1 3 + 227 + 715
308 420 +7 =3 - 4247 ="" 0 T
X X

que es un cociente de polinomios.

Ejercicios

De las siguientes expresiones indica cuales son fracciones algebraicas:

1. F(x):x38—3 5. F(a:):ax-i—b

2. F(z) =27 — 1 6. F(x) = \/Ba:;:/%: +5

L F(z) = 4= _ 20— 10272
3. F(x) = 5% T F(x) =" 50
VT _ |22 —3z—1
4 Fo) = 274 8. F(x) 2% 4+ 57 + 10
Definicién 15 (Valor numérico de una fraccién algebraica) Dada una fraccion algebraica F(x) = ggg

y un numero real k € R, se llama valor numérico de F(z) para x = k al valor que se obtiene al sustituir x
por k en F(x) y realizar las operaciones indicadas. El valor numérico de una fraccion F(x) para v = k se
denota por: F(k)

Ejemplo

_ 3?4221
F(ZIZ’)— 1.2_1

2
e El valor numérico para x = 2 sera: F'(2) = 32 ;2—3'12 =1 - 1_35 =5

14



. —_— 2 . —_— —_—
e El valor numérico para x = —3 serd: F(—3) = 3-( 32_—53 _(1 3)—1 = % = %

3-124+42-1—-1_ 4
12-1 — 0

e El valor numérico para = = 1 sera: F(2) = que no tiene sentido. Diremos que la

fraccién F'(z) no estd definida para x = 1.

Observavién

Las fracciones algebraicas no estan definidas para aquellos valores de x que anulan su denominador. Es
decir:

F(z) = p(z) esta de finida VY € R\{ceros de q(z)}

Ejercicios
Averigua para qué valores no estan definidas las siguientes fracciones :

1. Fi(x ) b 2—;—7|—x6_1

2. Fy(x) = i%;il
4 2 3 -9
3. Fy(z) = 32%1:3 - 5xx217f+ 9

4. F4(l’) = (xg — 3) 7& ;gjr—é_lg ¥+ 5) L3

Fracciones equivalentes.

p(z)  r(z)

Definicién 16 (Fracciones equivalentes) Se dice que dos fracciones algebmzcas o(2) Y s(2) son equiva-

lentes si p(z) - s(z) = q(z) - r(x)

q(z (x
Ejemplo
1 lNﬁ uesto .1.(3_3 2)_ _(2_3)
B 3_32P que: x ) =x- (x
2.x+2¢_$+ puesto que: 3z (x—3) # (z+2) - (x — 1)
Observavion

e En el caso de las fracciones de nimeros enteros, la definicién de fracciones equivalentes es la misma:
2~ bo10=54
gm embargo hay una diferencia con las fracmones algebraicas:

% y % representan el mismo ntimero racional 5 = f‘b = 0.4, tienen el mismo valor y podemos decir

que son iguales.
En el caso de las fracciones algebraicas, dos fracciones equivalentes no son exactamente iguales.
Por ejemplo:

1. 22-9
fyx3—9x

Las fracciones son equivalentes.

Ahora bien:

ly -9 _  2*-9 _ (+3) (z—3)
T3 —922  x-(22-9) x-(x—3)-(x+3)

no son iguales. Sus valores numéricos coinciden para todos los ntiimeros reales salvo para 0,-3,y 3. (Com-
pruébalo con ejemplos). Para z = 0 ninguna de las dos fracciones estd definida, para z = -3 y x = 3
la primera fraccién esta definida mientras que la segunda no lo esté.
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Ejercicios

Estudia si las siguientes fracciones son equivalentes y en el caso en que lo sean, indica en qué se diferencian.

3 15

3 3r —6
27 x> — 2

3 322+ 3
3‘3: Y oo

x4+ 2r 41 Yy z+1

Propiedad fundamental de las fracciones algebraicas. Aplicaciones.

Teorema 3 (Propiedad fundamental de las fracciones algebraicas) Si en una fraccion algebraica mul-
tiplicamos numerador y denominador por un mismo polinomio distinto de cero, obtenemos una fraccion
equivalente a la primera.

p(z) _ plx) - r(2)

q(z) — q(z)-r(z)

Si 0 # r(x) € R[]

Demostracion: Basta aplicar la definicién de fracciones equivalentes y tener en cuenta que el producto de
polinomios es conmutativo.

e Esta propiedad (igual que en el caso de las fracciones de niimeros) tiene dos importantisimas aplicaciones:
la simplificacion de fracciones y la reduccién a denominador comun.

Simplificacion de fracciones

Déandole la vuelta a la propiedad anterior, tenemos que las fracciones algebraicas se pueden simplificar
dividiendo numerador y denominador por un mismo polinomio (distinto de cero), obteniéndose una fraccién
equivalente.

Ejemplo
o L—1 _ r—1 1
22—1 (z+1)-(x—1) " x+1
.x3—2x2_x2'(97_2) 1
o =2zt T 2t (z - 2) x?
Observavion

Para simplificar una fraccién algebraica factorizaremos numerador y denominador y simplificaremos los fac-
tores comunes.

Ejercicios

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

1 $6+$4 5 x2—25
"2’ 42z "3+ 5
, 1P 1 6, = Ta + 11a% — Ta + 10
T —1 : xt — 223 + 2% — 2
3 2zt + 322 =5 7 2t — a2 + 222 — 22
ot 42 +1 Tt — 223 4+ 227 — 4
g, =81 8 ot — 227 41
" 2?4 0z (-1 (4 1)
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a®? —ad®> -2 +zx
7

Caxd — 2% —ar + 2t

B4+22 4241
10, b

2 " 2t — oyt

(e ty)? - (r—y)?

Reduccién de fracciones a denominador comun.

Propiedad 5 Dadas dos fracciones algebraicas siempre podemos encontrar fracciones equivalentes que ten-
gan el mismo denominador.

ion: px) . 1(z) asta tomar:
Demostracion: Dadas ) y 5(z) , basta t :
p(x) _ p)-s(@)
q(z) — q(z)-s(x)
r(x)  r(@)-q(@)

2

s(@)  s(x)-q()
Ahora bien (igual que hacemos con las fracciones de nimeros) para reducir a comin denominador no multi-
plicaremos los denominadores sino que , con el fin de obtener las fracciones mas sencillas posible, tomaremos
como denominador comun el m.c.m. de los denominadores.
Ejemplo
Reducir a comun denominador las siguientes fracciones:

3z x?
L 2—4Y 2215246

Para buscar el m.c.m. de los denominadores, los factorizamos:

2’ —4=(x+2) (v —2) 2 +55+6=(z+2) (z+3)
Obtenemos:
m.cm.{z? —4, 2*+5x+6} = (z+2) - (x —2) - (z+3)
Y ast:
3z 3 N 3z - (x+3)
2 -4 (242)-(x-2) " (@+2)-(x—2)-(x+3)
x? N x? N 22 (v —2)
2?2 +504+6 (x+2)-(z+3) " (z+2) - (z+3) (v —2)
) Tr—2 o Tad+2
a4 4r? +5r+2 7 22 —2x -3
Tx —2 B Te —2 N (Tx —2) - (z —3)
44?450 4+2  (e+1)2-(z+2) " (@+1)2-(z+2)-(z—3)
P42 Tad + 2 (P 42) - (x+1) - (x+2)
22 —20-3 (z+1)-(z—-3) " (z+1)% (—3) (v +2)
Ejercicios

Reduce a comin denominador las siguientes fracciones algebraicas:

1 x? 23 —1 23+ 4
: [E‘|‘1 ) x2—|—x Yy W
a3t —dr—12 7 2P+ 822+ 21+ 18
2 +y _ 3y
" 15xy — 35y% 7 7 122% — 28ay
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Operaciones con fracciones algebraicas.

Suma de fracciones algebraicas

Para poder sumar dos fracciones algebraicas es necesario que estas tengan el mismo denominador. En este
caso la fraccién suma es otra fracciéon de igual denominador y numerador la suma de los numeradores.

p(x)  r(z) _ ple)+r)
q(z)  q() q(z)

Entonces para sumar fracciones, las reduciremos primero a comun denominador.

Ejemplo
. 3:1:4—1+8x+2:3:1:4—1+8w+2
2 -2 2?2 2 —2
oBxi—1_ . 20 Bel-D-(x+1) 2 (2*—2)
-2 T+l 7 @*=-2)-(z+1)  (z+1)-(2*-2)

Bz —1)-(r+ 1)+ (20 (2° = 2)) _ 35 — 32 + 24 — 52 — 1
GEPRCEY GEPRCESY

3x +3—2a:_5+2x

2—4 x+2 2z+4°
3x +3—2x_ 5+ 2z
(x+2)-(x—2)  x+2 2. (z+2)
N 3 -2 B3—22)-(x—2)-2) (5+2x) (r—2)

T e+ @-2) 2 (@+2) (@-2) 2-@+2)-(x-2)

6r+(3—2z) - (x—2)-2—(5+2x) - (x—2)

2-(z+2) (z—-2) -

6z + 62 — 12 — 42% + 8z — (5x — 10 + 22? — 4x)
2-(x+2) (x—2)

—42? + 202 — 12 — 50 + 10 — 22* + 4o _ _—6x* + 192 — 2

2-(x+2) (x—2) S 2-(z+2)-(x—2)

Propiedad 6 (Propiedades de la suma de fracciones algebraicas) e Conmutativa
g o) ) O pla) | rla) o) | plo)

q(z) " s(x) q(z) ~ s(x) — s(z) * g(e)

e Asociativa
p(x) r(z) i) plz)  r(x)\  tx) _px)  (rz) i)
i ) i <K (55 18) i - e+ (G i)
e Existe elemento neutro

Vé% € Klz] 30€ Klz] ap—ngrO:OJrle)

e FExiste elemento opuesto

VD) ¢ k) 3228 ¢ k) 5 M+(—$):(—M>+M:o

q(z) q(x) q(x)

Observavién

La resta de fracciones se define por:

Producto de fracciones algebraicas

Definicién 17 (Producto de fracciones) Dadas dos fracciones algebraicas se llama fraccion producto a
la fraccion que tiene como numerador el producto de los numeradores y como denominador el producto de
los denominadores de las fracciones dadas.
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Ejemplo

3z _

x4l 3w (ztl) 3z - (z+1) 32
-1 2+2 (22-1)-(z+2) (z+1)-(z—1)-(z+1)

T -1 @+2)

e Un ejemplo con fracciones en varias variables:

2a+a> 42’ —y*  a-(2+a) (Qrty) (2z-y)

20 +xy 4d+4da+a®  z-(2x+y) (a +2)? a
- (2r+vy) - (a+2)* oz (a+2)

Propiedad 7 Propiedades del producto de fracciones algebraicas.

e Conmutativa

p(x) rz) o g PE)
q(z) * s(x) € Klal q

e Asociativa
plx) r(z) i) p(z)  r(z)
V@) s@) ) €K (q )

o FExiste elemento neutro

vq(x) € Klz], 31 € K[z] > a(7) 1=1 a(7)

° Em’ésge elemento in(ve)rso (@) o) (@) p(z)
p(x q(x p\x) g\x) qx) px)
Vo) SEE 3 p) K2 Gy b T p) e T

Observavién

e Tenemos el conjunto F[z]| de las fracciones algebraicas con dos operaciones internas, suma y producto,
de forma que se verifican las siguientes propiedades:
(Flz], +)  es un grupo abeliano.
(F[x],-)  esun grupo abeliano.
Ademas el producto es distributivo respecto a la suma:

plx) (r(z)  tx)\ _plx) r(z)  pl) t)
a(x) (s<x> " u(x)) ~ (@) s@) T q(0) )
Se dice que (F[z] + -) tiene estructura de CUERPO

e El cociente de dos fracciones se halla multiplicando la fraccion dividendo por la fraccion inversa del
divisor.

Ejemplo
| 32 a?—w _ 3a% 2’25 _ 32°- (2 —25) _ 3a®-(x—5)-(x+5) _ 3v-(x+5)
"r—0"g2-25 -5 22—z  (vx-5) (2 —1x) (x—=5)-z-(x—1) = (z—-1)

42°  3ax® _ 42 -5y 4
" Bay? T Oy Say? - 3ax® — 3a’wy

Ejercicios
1. Realiza las siguientes operaciones, simplificando al maximo el resultado:

(a)l_ 2  x+1
3 422+3 3x+2
z—1 2 —1
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z+1 b6x

(©) 523~z +1
2z +1 -1 r+5

(d) x4+ 22 + & xz—x—2+m2—3m
2x _x—=3 7

(e) 2 —2x+1 xQ—x+x2+m—2
20+ 1 5 1

O By I N P S
20 — 1 _ 2 5

(8) 22+ 3z — 10 x2+5x+$

(h)x—y_ 3x2—y2

THY 2?4 22y + P
) 4
(i) 2x 2 1 - 1 - Qxy

T Ty wryR Py

N +4 . x+9
2 + 22
() 22
z+1
T x? —bx
O 55 7=5
2z
(m) 32’ —x
z+1
x> —81 3—=x
() =1 2%+ 9

3z —1\%. 1
(0) <$+2> x4 1

20 —1.1).22+1
(p) <x+2 f) 3x

(r—2)2-3

(O<m¥+2_x1+g_ z+1  z-1
-1 22-1

. Resuelve las siguientes ecuaciones:
2
(a) (Oé“'xfl) '%:x;fl

(b) 5L — . o = (20 — 1)

© (5371) =at (2% +o)

(h) 4o+ 52 4z

52 —9 Jr¥2

_ - xr
—1 22 4+4x+2 > —2r+1

20
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