cAPiTULO 1

El plano vectorial

Consideremos P como el plano intuitivo de puntos: A,B,C ...

1.1. El plano vectorial de los vectores

Definiciéon 1.1 Vectores fijos Dos puntos cualesquiera A e B del plano, ordenados, definen un vector
fijo, que designaremos por AB.

= Bl punto A recibe el nombre de origen del vector fijo.
= El punto B recibe el nombre de extremo del vector fijo.

Al congunto de todos los vectores fijos que podamos construir en el plano se le denomina
Pyx Py = {(A,B)‘A,B € PQ}

Definicién 1.2 (Direccién del vector fijo) La direccion del vector AB es la de la recta unica que de-
terminan dos puntos en el plano.

Definicién 1.3 (Sentido del vector fijo) FEl sentido es el determinado del origen, A, al extremo, B, del
vector fijo

Definicién 1.4 (Mdédulo del vector) Se llama médulo del vector la longitud del segmento AB.

—
Definicién 1.5 (Vectores nulos) Los vectores fijos AA, ﬁ, ... que tienen el mismo origen y extremo
reciben el nombre de vectores fijos nulos.

Definicién 1.6 Dos vectores fijos AB y CD tienen el mismo médulo si d(A,B) = d(C, D). Escribiremos
|AB| = |CD)|

Definicién 1.7 Dos vectores fijos A§ Y Cﬁ tienen la misma direccion si estan en la misma recta o en
rectas paralelas. Escribiremos: AB||C

]z%ﬁnicién 1.8 Dos vectores fijos ﬁ Y @ que tienen la misma direccion tienen el mismo sentido ﬁ T
CD si

1. Si estan situados en rectas paralelas: la recta que une los origenes, deja sus extremos en un mismo
semiplano.
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2. Si estan situados en una misma recta, existe otro wvector fijo situado en una recta paralela tal que
respecto de los dos vectores, aplicando el apartado anterior, mantiene el mismo sentido.

D

F

AB | EFyCD | EF — AB1CD

Figura 1.1: Vectores del mismo sentido

Definicién 1.9 Vectores equipolentes Dos vectores fijos del plano equipolentes ( y se denota por :
W ~ ﬁ) , st verifican una de las tres condiciones siguientes:

1. Si no son nulos y estan situados en rectas diferentes, son equipolentes si al unir sus origenes (A y
X ) y sus extremos (B eY ) se forma un paralelogramo.

2. Si estan sobre la misma recta existe otro vector Mz@ que cumple con ambos la misma condicion.
8. Si ambos vectores son nulos.

Teorema 1.1 Dos vectores: XY ~ Ag sty solo si tienen la misma direccion, el mismo sentido y el mismo
modulo.

La relacién de equipolencia es de equivalencia ya que cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
Podemos formar por tanto el conjunto cociente que nos clasifica el conjunto P. Cada una de las clases

de equivalencia es un vector libre y su conjunto se designa por Vy: Vo = &| ~.

TV, = 7= [AB] = {CD)| @NE}

El vector libre nulo es: 0 = {AA, B?, .}

Propiedad 1.1 Elegido un punto O del plano que llamaremos origen y un vector libre cualesquiera [E]
del plano, éste tiene un unico representante con origen en O. (Fig.?7?)

Figura 1.2: Vector libre con origen O
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1.1.1. Operaciones con vectores libres

En el conjunto V5 se establecen dos operaciones:

Definiciéon 1.10 Ley interna, adicion de vectores:

Sean v] = [ﬁ] y 05 = [C'D] dos vectores libres de V3. Se define la suma de vectores como otro vector libre
@,que viene determinado por una de las formas siguientes:

1. Método del paralelogramo

2. Método del poligono

Figura 1.3: Suma de vectores libres. Método paralelogramo

Propiedad 1.2 La suma de vectores es uniforme, es decir no depende de los vectores que se tomen como
representantes.

Propiedad 1.3 El conjunto Vs con la operacion asi definida cumple las siguientes propiedades ( Dados
U, v,W € Vs):

— —

1. Asociativa @+ (04 W) = (U + V) + W) =d+ 7+ @
2. Conmutativa :U~+ 7 =9+ U

3. Elemento neutro : El vector cero 0.
4. Elemento simétrico: [ﬁ] + [B—z>4] =0

Todo ello quiere decir que (Va2,+) es un grupo abeliano.

Definiciéon 1.11 Ley externa

Sean ¥ = [E] y A € R un escalar. Definimos la siguiente operacion externa:
o RxVy — )y
tal que a cada par (N, V) ~> \ ¥ verificando:
1. El vector A e ¥ tiene la misma direccion que U
2. FEl sentido del vector serd el mismo que U si A > 0 y el contrario a ¥ si A < 0.
3. El mddulo serd el producto de |\| por el mddulo de v

Propiedad 1.4 El conjunto Vo con la operacion externa asi definida, cumple las siguientes propiedades:

1. Distributiva de los escalares respecto a la suma de vectores: Ao (i + V) = Ao U+ \eoT
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2. Distributiva de los vectores respecto la suma de escalares: (A\+ p)otd=Nou + o
3. Asociativa de los escalares: (A -p) o= \- (u o)
4. Elemento unidad: 1 e 0 =¥

Todo ello quiere decir que (Va,+,®) es un espacio vectorial sobre R.

Definicién 1.12 (Familia de vectores) Un conjunto de vectores del espacio vectorial Va recibe el nombre
de familia de vectores: F = {us, ub, uh, - -, }

Definicién 1.13 (Combinacién lineal de vectores) Un vector @ € Vi es combinacion lineal de los
vectores de una familia F = {17{,175,17%, ‘e ,u_>n}, st existen n escalares, aq, 9, - ,a, € R, tal que:

n

k=1

Definicién 1.14 (Sistema generador) Una familia G = {27{,275,273, . ,u—g} es un sistema generador
del plano Vs si todo vector es combinacion lineal de los vectores de la familia:

n
V?EVQ, dag,as, - ,an, €R talque?z&l-1T1>+a2-172+---+-u_n>an:2ai-d;
i=1

Definicién 1.15 (Vectores linealmente independientes o familia libre de vectores) Una familia de
vectores F es libre o los vectores son linealmente independientes si NINGUN VECTOR de la familia
se puede expresar como combinacion lineal de los restantes.

La definicién es equivalente a:

Definicién 1.16 (Vectores linealmente independientes o familia libre de vectores) Una familia de
vectores F es libre o los vectores son linealmente independientes si PARA TODA COMBINACION
lineal de los vectores de F igualada al vector nulo, TODOS LOS ESCALARES deben ser cero.

. ., . _>
Para toda combinacion lineal: oy 27{ + 275 4+ 4 -u_>nan =0 entoncesag =as=az3=---=a, =0
Las familias de vectores que no son linealmente independientes son linealmente dependientes.

Definicién 1.17 (Base de un espacio vectorial) Una familia B = {27{,272,173), e ,u—>n} es una base del
espacio Vo si verifica simultdneamente las siguientes condiciones:

» La familia es sistema generador.
» La familia es libre (los vectores son linealmente independientes)

Definicién 1.18 (Dimensién de un espacio vectorial) Dado un espacio vectorial se llama dimension
del espacio al nimero de vectores de la base.

Proposicién 1.1 (Base y dimensién del espacio vectorial) Dos vectores, no nulos, de distinta di-
reccion, {7, 7} de Vs siempre forman una base de los vectores libres del plano.

Demostracion:
Para que sea base debe verificar las dos condiciones: sistema generador y libre:
Linealmente independientes

Por reduccion al absurdo: supongamos que los vectores son linealmente dependientes, por defini-
ciéon uno serd combinacién lineal del otro: da € R tal que U =a- 7, por lo tanto los vectores 0 y
o estdn en la misma direccién. Contradice la hipétesis de no estar en la misma direccién, es decir,
son linealmente independientes

Sistema generador

Basta hacer la construccién geométrica: se deja como ejercicio.
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Consecuencias

1. Todas las base de V5 estan formadas por dos vectores de distinta direccion.

2. La dimensién del e.v. Vo, por lo tanto, es 2.

Definicién 1.19 (Coordenadas de un vector) Dada una base B = {ui,u} y un vector v cualquiera
de Vo, como forman un sistema generador o, € R tal que T =a-ul+pB-u.Aladupla (o, B) se les
denomina coordenadas del vector v respecto de la base B.

Por ser base los vectores son linealmente independientes y conlleva que las coordenadas («, ) SON UNICAS
respecto de cada base.
Efectivamente: si las coordenadas no fuesen tinicas entonces:

%
V=01 W+ U=y U +Po- U = o1 U +P1-Ub—a-uj —Po-ub= 0

(041—062)'?71>+(ﬁ1—ﬁ2)'172>=6>

Por la definicién de vectores linealmente independientes, al estar igualado al vector nulo, TODOS los
escalares son cero:
{Oél—agzo —— ] = 02

Br—=B2=0 = B1=p

Es decir las coordenadas de un vector respecto de una base dada SON UNICAS

En general se tomard como base de V5 a la base canénica e_f =(1,0)y e_2> =(0,1).

Ejemplo

Si nos dan el vector @ = (3,4) significa: ‘ U = 3e] +4e3 ‘ Gréficamente:

.....................................................................................................

......................................................................................................
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1.2. Plano afin

Definicién 1.20 Sea P el conjunto que llamamos plano intuitivo y Vao(R) el e.v. real de dimension 2 de
los vectores libres y f una aplicacion de Py x Py sobre Vo(R) que verifica los axiomas siguientes:

1. VA,B,C € P f(A,C) = f(A,B) + f(B,C) ~ AC = AB + BC
2. YA€ Py yVU € Va(R) 3 un tnico B € Py tal que f(A,B) =7 ~AB="7

Se denomina plano afin asociado a V2(R) y se designa por E*(R) a la terna (Pz, V2(R), f).

Definicién 1.21 (Dimensién) Sea E2(R) el plano afin asociado a Vao(R), se llama dimensién del plano
afin a la dimension del espacio vectorial.

dim E*(R) = dim Va(R) = 2

Definicién 1.22 (Vector de posicién) Supongamos elegido un punto O del plano afin que llamaremos
origen.
Consideremos la aplicacion hy : Po — Vo(R) tal que a cada punto del plano afin A € Py le hacemos

—
corresponder el vector OA. A este vector se le denomina vector de posicion del punto A.

Definicién 1.23 (Sistema de referencia afin) Se denomina sistema de referencia afin del plano E? al
par (O,B) donde O es un punto fijo y B es una base del espacio vectorial asociado. Al punto O se le
denomina origen de coordenadas.

Definicién 1.24 (Coordenadas afines de un punto) Se ll_a)man coordenadas afines de un punto A de
E? respecto a la referencia afin, a las coordenadas del vector OA respecto de la base B de Vo(R).

—
OA=z-el+y-@

Considerando la base canénica: (0, B.) donde O = (0,0), e = (1,0), e = (0,1)

Figura 1.5: Las coordenadas de los puntos: A(3,5) y B(—3,—2)
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Propiedad 1.5 (Coordenadas de un vector) Dado el vector U = [E] se llaman coordenadas del
vector U respecto de una referencia, a las coordenadas del extremo del vector, el punto B, MENOS las
coordenadas del extremo, el punto A.

Efectivamente:
Sean A = (z1,y1) y B = (x2,y2) los extremos del vector fijo AB Entonces:

O? = O—z>4 + ﬁ - B = O?ElO—zZl en componentes

AB = (298] + 1283) — (118] + 1183) = (22 — 21)E0 + (g2 — 11)& = (o — T1,Y2 — Y1)

Figura 1.6: Coordenadas un vector

Propiedad 1.6 (Vectores equipolentes) Dos vectores 7, U son equipolentes si y solo si sus coordena-
das son iguales.

Ejercicios

1. Hallar las coordenadas del vector de extremos A(—3,2) y B(5,3).

2. Si el vector W = (—2,4) y su origen es el punto A(3,—2), hallar las coordenadas del extremo del
vector.

3. Los puntos A(2,1), B(3,5) y C(7,—1) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo. Hallar las
coordenadas del cuarto vértice, D.
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Propiedad 1.7 (Coordenadas del punto medio de un segmento) Las coordenadas del punto medio,
M, de un segmento de extremos A y B son igual a la media aritmética de las coordenadas de los extremos
de dicho segmento (Fig.?7?):

Como

Si las coordenadas de los extremos son A(z1,y1) y B(x2,y2), y las del punto medio, M = (24, Y, ), entonces:

1 To — T — 1+ +
(xrmym):(9017,@1)4‘5(952—961,?;2—2/1):(3614- 22 1&1#‘%): ( 12 27y12y2>

: : : B
e ,6_.H ........ ............................. f .............................
..... ST R SRS TR A R -
M
..... 4_.H
..... SO IS TSNS NP 7NN S SO SO W
? A ?

..... .2._.._....
..... o L
| NS S S S SO —
=1 O i 2 3 4 5 6 1
SSUUSRUUE O USSP PR T S A SO S

Figura 1.7: Coordenadas del punto medio

Ejercicios
1. Hallar las coordenadas de los puntos medios del paralelogramo ABCD.

2. Dividir el segmento AB en tres partes iguales si A(1,1) y B(7,10)
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1.2.0.1. Puntos alineados

Definicién 1.25 (Puntos alineados vectorialmente) Tres puntos del plano A, B y C estdn alineados
st los vectores B Y B son linealmente dependientes.

Co»

Figura 1.8: Puntos alineados y no alineados

Ejercicios
1. Razonar si los puntos A(—1,3), B(3,5) y C(2,—8) forman un tridngulo.

2. Hallar el valor de k si A(1,—2), B(k,4) y C(4,—1) estén alineados.

1.2.0.2. Baricentro de un triangulo

Definicién 1.26 (Medianas de un tridngulo) La mediana de un triangulo es el segmento que une uno
de sus vértices con el punto medio del lado opuesto

Definicién 1.27 (Baricentro) Las tres medianas de un tridngulo se cortan en un punto. Dicho punto
recibe el nombre de BARICENTRO del triangulo.

Propiedad 1.8 (Propiedad fundamental del baricentro) El baricentro de un tridngulo dista dos ter-
cios de cada uno de los vértices y un tercio de los puntos medios de los lados del tridngulo.

Propiedad 1.9 (Coordenadas del baricentro de un tridngulo) Dado un tridngulo de vértices, A(x1,y1),
B(xa,y2) y C(x3,y3) entonces las coordenadas del baricentro son la media aritmética de las coordenadas de

los vértices: G

Ty tr2t+T3 Y1 ty2tys
3 ’ 3
Las coordenadas de los vértices: A(x1,y1), B(x2,y2) v C(x3,y3). Las

B componentes del vector posicién O? son las coordenadas del baricentro.
Sea M el punto medio del lado AC y sus coordenadas: M (£if2s, ndus)
Vectorialmente:

55:5M+M8=:Zﬁ:5ﬁ+éﬂﬁz

_(rtT3 y1+ys —l—l g, Tatas o yitys)
AT 2 2 s\ T T T
C _(Zitr3 X 143 Yi1t+Ys Y2 Y1tys)
2 3 6 2 3 6
Ol _ (Tt T2+ 23 Y1 +y2+ys
3 ’ 3
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1.3. La recta en el plano afin

La recta estéd formada por puntos del plano en una direccién dada.
La ecuacion de la recta es la condicion necesaria y suficiente que deben

cumplir las coordenadas de un punto del plano para pertenecer a la
recta.

Definicién 1.28 (Determinacién de una recta) Una recta en el plano viene determinada por un punto
y un vector libre, no nulo, r = (P; 7)

Propiedad 1.10 (Ecuacién vectorial de la recta) Condicion necesaria y suficiente para que un punto
del plano pertenezca a la recta r = (P; 7)

Sea X un punto genérico de la recta r = (P; ). Vectorialmen-

te: O—)(2 = O? + P—Xk . El vector P—Xk es linealmente dependiente

ﬁ( con el vector director P‘)E2 I U, siy solo si, existe un escalar
)\talqueP—Xzz)\-ﬁ.

P La ecuacion vectorial de la recta es:

X

T =T 4+\ U, VAER (1.1)

0
Ejemplo

La ecuacién vectorial de la recta determinada por el punto P(1,3) y el vector @ = (7,3) es:

7 =(1,3)+ X (7,3),VAeR

Propiedad 1.11 (Ecuaciones paramétricas de la recta) Considerando las componentes del vector di-
rector y las coordenadas de los puntos, la ecuacion (?7) se escribe:

T =20+ Auq
(:Cay) = (:CanO) + )\(Ul,Ug) = ('T’y) = (‘TO + )‘ulayo + )‘UQ) =

Y =yo + Aug
Las ecuaciones paramétricas de la recta son:
r=x9+ I
VAeR (1.2)
Y = Yo + Auz
Ejemplo
r=1+T7A
Las ecuaciones paramétricas de la recta r del ejemplo anterior son: r = VA € R ;EI
y=3+3A

punto Q(4,5) pertenece a la recta? Si al sustituir en las ecuaciones paramétricas las coordenadas del punto
Q, el valor del parametro A es igual, entonces el punto Q € .

r=14+7T\N = 4=24+7T\ = A=

y=3+3X = 5=34+3\ = A=

GUIRNIEN RN

Es decir Q € r
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Propiedad 1.12 (Ecuacién continua de la recta) La ecuacion continua de la recta se obtiene despe-
T — X0
A=

U1
Y—1Yo
U2

jando en las ecuaciones paramétricas (?77) el pardmetro, A, e igualando:
A pr—

r—o Y—Yo
U U2

(1.3)

Observaciones

0 Los dos denominadores simultaneamente no pueden ser cero. El vector director de una recta siempre
es no nulo.

0 Un denominador si que puede ser cero. NO ESTA DIVIDIENDO POR CERO. Es una proporcién.

Ejemplos

(1) Caleular la ecuacion continua de la recta determinada por el punto P(—5,2) y el vector @ = (3, —2)

— (-5 —2 5 y—2
Directamente aplicando (?7): z ?E ) =Y 5 — x—?i)— _Y 5

(1) Ecuaciones vectorial, paramétricas y continua de los ejes de coordenadas

» El eje de abscisas viene determinado por el origen de coordenadas, O(0,0), y el primer vector de
la base canénica, e = (1,0):

=04+ A x oy
=(0,0) + A(1,0 =2

» El eje de ordenadas viene determinado por el origen de coordenadas, O(0,0), y el segundo vector
de la base canénica, e3 = (0,1):

y
1

ol R

z=0
(z,y) = (0,0) + A\(0,1) {y:0+)\

Propiedad 1.13 (Ecuacién general o implicita de la recta) Multiplicando en la ecuacion continua

(7?):
(. —x0) - u2 = (Y — Yo) - U1 = UT — U2Tp = YU — UIYo = U2® — U1y + Uryo — Uaxo =0
A= u9

Llamando: { B = —uy . La ecuacion general es:

C = u1yo — uzxo

Az +By+C =0 (1.4)

La ecuacién general es la condicion que verifican las coordenadas, (z,y),

de los puntos del plano que pertenecen a la recta
Si en la ecuacién implicita, C' = 0, la recta pasa por el origen de coordenadas O(0,0).
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Ejemplos

(1)

(111)

Hallar la ecuacion general de la recta, r, determinada por el punto P(3,—4) y el vector U= (—-1,2)

-3 4
d — = % Multiplicando:

La ecuacién continua de la recta, (7?):

20z -3)=—(y+4) = 20—6=—y—4 = [r=20+y—-2=0)|

Razonar si los puntos: Q(4,2) y R(5,—8) pertenecen a la recta .
Q(4,2) sustituyendo: 2-4+2—-2=4#0 = El punto @ NO PERTENECE a la recta
R(5,—8) sustituyendo: 2-5—-8—-2=0 = El punto R SI PERTENECE a la recta

Hallar las ecuaciones generales (implicitas), de los ejes de coordenadas.

‘o de abscisas: £ — Y —
= Eje de abscisas: 10 = .

Los puntos situados en el eje de abscisas sus ordenadas son cero.

= Eje de ordenadas: % = % == .

Los puntos situados en el eje de ordenadas sus abscisas son cero.

Hallar la ecuacion vectorial de la recta r = 3x — by + 12 = 0.

El procedimiento es a la inversa:

5
5 =—4+ =X
3x—5y+12:0:3:c:—12+5y:x:—4+§y,llamando)\ay, o +3 YAeR

y=A

5
De las ecuaciones paramétricas se deduce: (z,y) = (—4,0) + A (g, 1>, por lo tanto:

» Un punto de la recta: P(—4,0)

= Un vector director: 0 = (g, 1) |l (5,3)

Definicién 1.29 (Pendiente de una recta) La pendiente de un recta es la tangente trigonométrica del
angulo, «, que forma la recta con el semieje positivo de abscisas. Se denota con la letra m

La recta viene determinada por un punto P y un vector director
U = (u1,u2). Siwuy # 0, por trigonometria:

cateto opuesto U
S tan o = - =—Z=m
cateto contiguo  uy

La pendiente de la recta r es:

A m =tana = @, Yup #0 (1.5)
Uy
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Observaciones
= Kl dngulo estd comprendido entre 0° y 180°, por lo tanto:

Sia=0 = m=tan0°=0

Si0<a<90° =

Si a =90° = la recta no tiene pendiente, rectas perpendiculares al eje de abscisas

Si 90° < a < 180° =

m =10 m=tana <0
m=tano >0

Propiedad 1.14 (Ecuacién explicita de la recta) Despejando en la ecuacion general (77) si B # 0:

y=——=x——.Six=0 entonces y = —— =[n], el punto (0,n) es el punto de corte de la recta con el eje
de ordenadas, por ello, a n se le llama ordenada en el origen de la recta.
A =uy U9 A A
Ademds en la ecuacion general: — tana=—=—=——=[m
g { B = —uy w -B B
y=mx+n (1.6)

Propiedad 1.15 (Ecuacién punto-pendiente)
La ecuacion implicita de la recta es: y = mx +n. La recta pasa

por el punto P(xg,0), las coordenadas del punto verifican la
ecuacion:

Yy=mx—+n

Yo = mao + n} restando — y —yo = m(x — xg)

La ecuacion punto-pendiente de la recta:

y — yo = m(x — o) (1.7)

Definicién 1.30 ( Haz de rectas) Se llama haz de rectas de vértice P al conjunto de TODAS las rectas
del plano que pasan por el punto. La ecuacion del haz de rectas es:

Yy — yo = m(z — o)
Forma punto-pendiente Vm e R
T = X9

Ecuacion general (77) Az +By+C =0

Forma implicita, cartesiana o general
Las rectas pasan por el punto P(xg,vy9) Axg+ Byo+C =0

Restando las dos ecuaciones:

| Az — 20) + B(y — yo) = 0,YA, B € R (1.8)
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El plano vectorial 1.3 La recta en el plano afin

Ecuacién de la recta determinada por dos puntos
La ecuacién de puede calcular de, al menos, dos formas:

Forma vectorial

Si los puntos son P(zg,%0) v Q(z1,1), el vector director de la recta es Pﬁ = (1 — xo,y1 — Yo) y €l
T — X0 Y=Y

punto P o Q. Forma continua (?7?): =
T —To Y1~ Yo

Figura 1.9: Recta determinada por dos puntos

Forma explicita. Punto pendiente

La pendiente es el cociente entre el incremento de ordenadas y el incremento de abscisas: m = A
r1 — X0
Y1 — Yo
y—yo= (x — o)
Tr1 — X

1.3.1. Posicion relativa de dos rectas en el plano
Por geometria clasica, la posicién relativa de dos rectas en el plano es:
= Secantes: un punto en comtn, r N s = A.
» Paralelas estrictas: ningtin punto en comtn, r N s = ().

» Paralelas coincidentes: infinitos puntos en comun, r = s

L A
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El plano vectorial 1.3 La recta en el plano afin

Forma vectorial

Dadas dos rectas, r = (P; 7) y s =(Q; 7)

= Si los vectores directores, 7, 7, son linealmente independientes, U J's 7, entonces las recta son
secantes.

= Si los vectores directores, 7, 7, son linealmente dependientes, 7”7, entonces:
Paralelas estrictas Si los vectores, 7, 1@, son linealmente independientes, 0 J's 1@
Paralelas coincidentes Si los vectores, 7, 1@, son linealmente dependientes,ﬁ\\]@ .

Forma explicita
r=y=mir+n
Dadas las rectas: Y 1@+
S =Y = maox + N9

= Si mq # mo entonces rectas secantes.
Si nq # ny entonces paralelas estrictas.

= Si m; = mgo entonces paralelas: ¢ o
Si n1 = ngy entonces paralelas coincidentes.

Forma implicita o cartesiana

r=Aic+Biy+Ci =0
s = Az + Boy+Cy =0
las dos rectas es la solucién del sistema formado por las dos ecuaciones:

Las ecuaciones de las rectas en forma general: , la posicién relativa de

= Si el sistema, tiene tinica solucién, entonces las rectas se cortan el punto de coordenadas la solucién
del sistema. Las rectas son secantes.
= Si el sistema no tiene solucién, entonces las rectas no se cortan. Las rectas son paralelas.

= Si el sistema tiene infinitas soluciones, entonces las rectas se cortan en infinitos puntos. Las rectas
son paralelas coincidentes.

r EA1$+B1y+Cl =0 '(—Ag) T —AlAQIL‘—BlAQy—ClAQ =0
s= Aqsx + B2y +Cy=0 (Al) -8 A1 Az + B2A1y + CoA1 =0
sumando (AlB2 — AQBl)y —C1As +CyA1 =0

w Si||A1By — AyBy # 0‘ entonces el sistema tiene Unica solucién las rectas son secantes y las

coordenadas del punto de corte son:

_ ACy = A1Cy
YT 4B, — A3B,
B0y — Be(y

YT A By — AyB;

n Si

son paralelas.

—

A1By — AsBy = 0‘ y ‘AgC’l — A0 # 0‘ entonces el sistema no tiene solucién. Las rectas

La condicién de rectas paralelas estrictas es:

A B

L B (1.9)

s Si

rectas son paralelas coincidentes. La condicion de rectas paralelas estrictas es:

‘ A1By — A3B1 =0 ‘ y ‘ AsC1 — A1Cy = 0| entonces el sistema tiene infinitas soluciones. Las

—

=_1= (1.10)

A1B2 — AgBl =0 = AlBQ = AgBl N A1 By Cl
AQCl — A102 =0 = AQCl = A102 A2 B By B CQ
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CAPITULO 2

Geometria euclidea

Definicién 2.1 (Producto escalar de dos vectores) Se llama producto escalar a toda aplicacion:

f: ‘/QXVQ — R
(U, V) — f(U,V)=UeW

verificando los siguientes axiomas de definicion:

Ax1 WeU >0siU #0

Ax.2 U e U =¥ o U. (Propiedad conmutativa )

Ax.3 U e (7 + ﬁ) — U eV +U . (Distributiva respecto de la suma de vectores.

Ax A NU e W) =\U)o T =Ue(\U) VAER

Definicién 2.2 (Angulo entre dos vectores) Dados dos vectores, U,V € Va, no nulos, se llama dn-
gulo determinado por los dos vectores, al menor de los dngulos que forman sus direcciones con origen

comun.
0< (ﬂ) < 180°

A (7)o
(SR e
kT4
@ v
- K4

16




Geometria euclidea

Definicién 2.3 (Mdédulo (norma) de un vector) Sea U € Vy se llama norma del vector U y se denota
||| a la raiz cuadrada positiva del producto escalar del vector W por si mismo:

17| = +Vd o @
Propiedades de la norma
L || >0
20 | 7]|=0 = Wd=0
3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |7 o 7| < ||| || 7|

4. Desigualdad triangular: |7 + 7| < ||2|| + || V]|
AT = A

t

Definicién 2.4 (Definicién clasica de producto escalar) Dados dos vectores W,V € Vs se llama pro-
ducto escalar de los dos vectores y se denota por U eV :

17| - |7 - cos (ﬁ) sid #£0,7 40
Ue = (2.1)
0 si?zﬁé?zﬁ

2.0.2. Propiedades del producto escalar

(a) El producto escalar de dos vectores que tienen la misma direccién y sentido es igual al producto de sus
médulos. Efectivamente, por las definiciones (?77?) y (?7):

{7”7

T (7. 7) =0 = To@ =T | 7] -cos0® "= |7 - | 7|

(b) El producto escalar de dos vectores que tienen la misma direccién y sentido contrario es igual al opuesto
del producto de sus médulos Efectivamente, por las definiciones (?7) y (77):

{7”7

iy = (TF) =10 = T = [T [T cos180° =TT 27

(c) El producto escalar de dos vectores perpendiculares es igual a cero. Efectivamente,por las definiciones
(22) y (22):

LY = (ﬁ) =90° = UWeW = ||7|| . Hﬁn . cos 90° (cosgzozo) 0

(d) Reciprocamente, si el producto de dos vectores, NO NULOS, es cero entonces los vectores son perpen-
diculares (ORTOGONALES).

Yo =0 = ||| |V -cosa=0 = cosa=0 <= 4 LU
Al ser los vectores, no nulos, sus médulos son siempre positivos.

Definicién 2.5 (Vector unitario) Sea U un vector del plano vectorial, diremos que el vector es unitario
si su norma es igual a uno: || || =1

Definicién 2.6 (Base ortonormal) Una base del espacio vectorial se dice que es ortonormal si sus vec-
tores son ortogonales y unitarios
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Geometria euclidea

— —
o 20 =20 =1
Un ejemplo de base ortonormal es la base canénica: B, = {e7, €3}, cumplen:
ef Les

Propiedad 2.1 (Expresién cartesiana del producto escalar de dos vectores) Dados dos vectores
U = (xl,yl),7 = (x2,y2) € Vo respecto de la base candnica B, = {6_1>,€_2>}, entonces su producto es-
calar es:

UoeW=(v1-¢+y1-c3)e(za-¢f +y2-€3) =

UeW = (71, y1) ® (T2,72) = T1 - T2 + Y1 - 2 (2.2)

4‘ Razonamientos }7

(1) Propiedad distributiva del producto escalar.

L 6_1>°€2=€2°€_1>=@
(2) Los vectores son ortogonales y unitarios: s B .
eieeci =ej0¢e5 =11

Propiedad 2.2 (Expresién cartesiana del médulo de un vector) Sea U = (x,y) respecto de la base
canonica. El mddulo (norma) del vector por definicion:

1) = +VT o = +/(z,y) o (2,9) = +V/a? + ¢

HﬁH = ++/22 + 12 (2.3)

La norma de un vector es la raiz cuadrada positiva de la suma de los cuadrados de sus componentes

Propiedad 2.3 (Coseno del dngulo que forman dos vectores) Dados dos vectores, no nulos, para
calcular el coseno aplicamos la definicion (??) del producto escalar y las expresiones cartesianas (77) y

(7?):

{707 = Hﬁ“ ’ H7H Feosa — HﬁH . ”7” SCOSQx =21 -T2+ Y1 - Y2

707:x1-x2+y1'y2

Despejando el coseno del dngulo:

X1 -T2+ Y1 - Yo T1-T2+ Y1 Y2 o °
cos o = = 0° <a <180 (2.4)
-0 Vad+ 03 - /g + 03
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Geometria euclidea 2.1 La recta en el plano euclideo

2.1. La recta en el plano euclideo

Propiedad 2.4 (Ecuacién normal de la recta) La recta viene determinada por un punto y un vector
no nulo , r = (P, 7) Sea 7 un vector perpendicular al vector director 7, es decir, ¥ L 1.

Sea X un punto genérico de la recta r = (P; 7) Vectorialmen-

te: ]?)_%Hﬁ y 1 L, por lo tanto: 17)? 1 7. Por la definicién

de vectores ortogonales:
X
. % PX L7 < PXeil =0
7
P Pasando a coordenadas:
PX = ( — 0,y — o)
ﬁ = (nl, 712)
D (z — 0,y — yo) ® (n1,m2) = (¥ —20) -1 + (Y —Yo) N2 =0

n1'$+n2'y—(n1io+n2'yo):0‘

Es la ecuacion general de la recta, ‘Aw + By + C =0, por lo tanto el vector normal tiene de componentes
los coeficientes de x ey de la ecuacion implicita, general o cartesiana de la recta

W =(AB) y «=(B-A) (2.5)

El vector T recibe el nombre de vector normal o caracteristico de la recta.

Propiedad 2.5 (Rectas paralelas) Dadas las rectas: r = (P,i]) y s = (Q,73) son paralelas si n} ||}
(los vectores son linealmente dependientes).
En forma cartesiana:

{TEA1$+Bly+C1=0 — 7} = (A1, By) rlls = mll < A B

SEA2$+BQy+CQZO — 7”L_Q>:(A2,Bg) AQ_FQ

Propiedad 2.6 (Rectas perpendiculares) Dadas las rectas: r = (P,nﬁ) ys= (Q,?Tg) son perpendicu-
lares si nj L 7”72, su producto escalar es igual a cero.

En forma cartesiana:

—>

{rEAlx—i—Bly—i—Cl:O — 7} = (A1, B) s s WL e A oMo

s=Aogx + Boy +Co =0 = s = (Ag, By)
(A1,B1) (A2, By) = A1 - Ay + By - By =0

rls < A -A+B;-By=0 (2.6)

En forma punto pendiente:

r=yYy=mc+n = mx — ny =0
{ Y 1 m ! y+m aplicando la condicion de perpendicularidad (?7):

S=EY=mox +ny = Mmoxr —y+ne=20

ml-mg—l—(—l)(—l):O <~ mi-mo+1=0

rls < m;-my=-—1 (2.7)
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Geometria euclidea 2.2 Distancias

Problemas asociados

= Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta.

= Punto simétrico respecto de una recta.

Definicién 2.7 (Angulo entre dos rectas) Se llama dngulo entre dos rectas secantes AL MENOR de
los dngulos que forman sus vectores directores o sus vectores normales.

0° < (73) = (¥, 7) = (a1, n3) < 90°

0° <a<90°

\

Para calcular el dngulo se emplea la definicion de dngulo entre vectores y su cdlculo (?77), teniendo el cuenta
que el angulo pertenece al primer cuadrante y por lo tanto su coseno es positivo o nulo.
‘77{0775‘ ‘Al'A2+Bl'BQ‘

COS QX = "=y =
I3l izl /AT + B} - /A5 + B3

(2.8)

Casos particulares

= Las rectas r y s son paralelas si y sélo si el angulo que forman es cero.

» Las rectas r y s son perpendiculares si y sélo si el angulo que forman es recto, (o = 90°).

2.2. Distancias

Definicién 2.8 (Distancia entre dos puntos) Dados dos puntos P(z1,y1) y Q(x2,y2) se llama distan-
cia entre P y Q al modulo del vector P(Q).
Las componentes del vector son: PQ = (r92 — x1,y2 — y1) y aplicando (?7)

d(P,Q) = ||PQ|| = ++/ (2 — 7)° + (s — 11)? (29)
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Geometria euclidea 2.2 Distancias

Definicién 2.9 (Distancia de un punto a una recta) Sear una recta del plano y P un punto, se llama
distancia del punto a la recta, d(P, R), a la distancia entre P y su proyeccion ortogonal en la recta P'.

/Q 70, Yo)

Sear=Az+By+C =0 = 7 = (4, B) y P(x1,y1) un punto del plano. El punto P’ es su proyeccién

ortogonal sobre la recta r. Consideremos un punto arbitrario de la recta Q(xq,yo). Se forma el tridngulo
rectangulo PP’'(Q). Por definicién:

d(P,r) = d(P,P") Por definicién de seno en el tridngulo rectangulo

. d(PP)
= d(QP)

El producto escalar de los vectores Q? y K

d(P,P")||= d(QP) -sin 8 = d(QP) - sin (g = DIAQP) - cosa | (+)

0P
\@ﬁ.ﬁw@uéﬁwuﬁuwwa:=¢Héﬁwz%ﬁwagg
Sustituyendo en (*):
@+ 7|

, @?°\
d““”:“RP)_H:Haxagwﬂ TR

(2.10)
Las componentes de los vectores: Q? = (1 —20,y1 — %) ¥ = (A, B)

‘(551 — 20,41 — Yo) ® (A,B)‘ ‘Am + By1 — (Azo + Byo) ‘ 3) ‘Axl + By1 +C
VAT B? a VAT B? - VAT B?
4‘ Razonamientos }7

(1) Los angulos o y 8 son complementarios: sin 8 = cos .

d(P,r) =

(2) Definicién clasica.
3) El punto Q(z — 0,yo) pertenece a la recta r = Azg+ Byo+C =0 = Axg+ Byg = —C.

La distancia de un punto a una recta se calcula dividiendo el valor absoluto que resulta de sustituir las
coordenadas del punto en la ecuacion de la recta entre la norma del vector caracteristico de la recta

Ax1+ By, + C
VA2 + B?

d(P,r) = (2.11)
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Geometria euclidea

2.2 Distancias

Definicién 2.10 (Distancia entre dos rectas) Dadas dos rectas r y s, se llama distancia entre las rec-

tas a la minima distancia entre ellas.

d(r,s) = mz’m’ma{d(P, Q)‘P er;Qe s}

Rectas secantes Si las rectas son secantes, r N s = punto: d(r,s) = 0.
Rectas coincidentes Si las rectas son coincidentes, r = s: d(r,s) = 0

Rectas paralelas La distancia entre rectas paralelas es constante.

d(r,s) =d(P,s) =d(Q,r), siendo PEroQ € s
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