CAPITULO 4

Continuidad
Consideremos una funcién f cuya grafica es:
.
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Figura 4.1:
Podemos afirmar aplicando limites:
3 lim f(z)=3 3 lim f(z)=2 3 lim f(z)=1 3 lim f(z) =4
T——27 z—0~ rz—1— T2~
i = 3 1 = 3 i =1 li
3, A, fo) =2 iy () = o A I) Pl 1)

Para el resto de valores del dominio de la funcién: 3 lim f(z) = f(a). Parece necesario definir un nuevo
T—a

concepto que imponga alguna condicién més, que nos permita dirimir entre todos los casos expuestos
graficamente.
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Continuidad 4.1 Algebra de funciones continuas

Definicién 4.1 (Funcién continua en un punto). Sea f: Df—>]1]§( ) diremos que la funcion
r — f(x

es continua en a si cumple las siguientes condiciones:

(1) a € Dy (2) 3lim f(z) (3) 3lim f(z) = f(a)

Tr—a T—a
La tercera condicién engloba a las dos anteriores.

Definicién 4.2. La funcion f es continua en a < 3 ligl f(@) = f(a) — 3 ligl [f(as) - f(a)} =0

La equivalencia entre las definiciones es trivial.
A la vista de la grafica podemos afirmar:

Punto —2, los limites laterales son distintos = no existe el limite = NO es continua en —2
Punto 0, los limites laterales son distintos y uno tiende a infinito = NO es continua en 0

Punto 1, los limites laterales son iguales = existe el limite y es igual a 1 = NO es continua en 1
por que no es igual a la imagen de la funcién f(1) =3

Punto 2, el limite lateral por la izquierda existe y es igual a 4. El limite lateral por derecha NO EXISTE
=—> NO es continua en 2.

Proposicién 4.1 (Relacién entre limite y continuidad). Si f es continua en a entonces eziste

lim f(x). El reciproco en general NO es cierto.
T—a

Demostracion:  Si la funcién es continua por definicién de continuidad (4.1) existe el limite y
ademads es igual a f(a).
Reciproco. En la grafica en el punto 1 existe el limite pero no es continua.

La continuidad ademaés de saber qué le pasa en el entorno del punto a, si existe el limite debe ser igual a
la imagen de a.

f es continua en a <= Ve >03J(e) >0tal que |z —a|<d = |f(z) — L| <e¢

., Qué diferencia hay entre la definiciéon de continuidad y la de limite? ;Por qué?

4.1 Algebra de funciones continuas

Sea f y g continuas en a, entonces:

e La funcién suma(diferencia), f + g, es continua en a.
e La funcién producto de un escalar, k, por una funcién es continua en a.

e La funcién producto, f - g, es continua en a.
e Si g(a) # 0 la funcién cociente, =, es continua en a.
g

e Si f es continua en a y g es continua en f(a) entonces la funcién composicién g o f es continua en a.

Las demostraciones se basan en la teoria de limites y en la definicién de continuidad.
La definicién de continuidad es puntual, en el punto a. Para cada valor del dominio de una funcién hay
que aplicar la definicion.
Definicién 4.3 (Continuidad en un intervalo). Sea f: [a, b]—>R( es continua en el
z +— f(x
intervalo [a,b] si:

Ve € (a,b)3 ligl f(x) = f(c) (Es continua en los puntos del interior del intervalo dado)
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Continuidad 4.2 Discontinuidad

lim f(z) = f(a) lim f(z) = f(b)

z—a™t T—b—

Ejercicio: La funcién cuya gréfica es la figura(4.1) es continua en [—2,1]. ;Por qué?. ;Y en el

1
intervalo [5, 1] ? Razona las respuestas.

Continuidad de las funciones elementales

Funciones polinémicas El lim P(z) = P(a) por lo tanto los polinomios son continuas en su dominio
T—a

maximo R.

P P
Funciones racionales El lim (z) = (@) Va € R\ {z | Q(z) = 0}. El cociente de polinomios es

v=a Q(z)  Qa)

continua en su dominio maximo.

Funciones irracionales Consideremos f(x) = P(z) y g(z) = {/x, |si P(a) € Dy, | entonces el

liin {/P(x) = {/P(a), por lo tanto la funcién es continua.
r—ra

4.2 Discontinuidad

Definicién 4.4 (Discontinuidad). Si la funcién NO es continua en a diremos que la funcion presenta
una discontinuidad en dicho punto.

La funcién cuya gréfica es la figura(4.1) presenta DISCONTINUIDADES en los puntos: —2, 0, 1y 2. En
todos ellos no se cumple la definicién de continuidad pero por distintos motivos. Son puntos de
discontinuidad pero diferentes.

Tipos de discontinuidad

Sea f:Df——R una funcién:
r — f(x)

Definicién 4.5 (Discontinua evitable). La funcién f presenta en a una discontinuidad evitable si

3 lim (z) | y:

T—a

e ad Dy e lim f(z) # f(a)

T—a

[eN

Ejemplo: La funcién de la grafica(4.1) en el punto 1 presenta una discontinuidad evitable:

3 lim f(z) :} ,
z—1 lim f(x 1
{ A m e 2 1w

Definicién 4.6 (Discontinua esencial de primera especie finita). La funcion f presenta en a una
discontinuidad esencial de primera especie finita si existen los dos limites laterales son FINITOS pero
distintos.

e lim f(z)=4L€eR e lim f(z)=10eR oll;«él2:>;ﬂ£igif(w)

T—a~ z—a™t

Se llama salto de la funcion a la diferencia: 1im+ () — lim f(x).
Tr—a Tr—a—
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Continuidad 4.2 Discontinuidad

Ejemplo: La funcién de la grafica(4.1) en el punto —2 presenta una discontinuidad esencial de primera

especie finita:
3 lim_ f(x) =[3]
T——2z 1
3 lim  f(z) =[2] > A limy /()
r——2

Definicién 4.7 (Discontinua esencial de primera especie asintética). La funcién f presenta en a
una discontinuidad esencial de primera especie asintdtica si se cumple, al menos, una de las siguientes
condiciones:
o lim f(z)=+o00 e lim f(z)=+o0 e lim f(z) = £oo
T—a~ z—at T—a

Al menos, uno de los limites laterales tiende al infinito. La recta x = a es asintota vertical o por la
izquierda, o por la derecha, o por ambos lados.

Ejemplo: La funcién de la gréfica(4.1) en el punto 0 presenta una discontinuidad esencial de primera
especie asintdtica:

3 lim f(z) = 2]
z—0~
3 iy o)~

=} lirr(l) f(z) y un limite lateral tiende a + oo
Tr—

Definicién 4.8 (Discontinua esencial de segunda especie). La funcion f presenta en a una
discontinuidad esencial de sequnda especie si se cumple, al menos, una de las siguientes condiciones:

o A lim f(x) o # lim f(x)

T—a~ z—at

Al menos, uno de los limites laterales no existe. Estd definida la funcidn, pero el limite no existe.

Ejemplo: La funcién de la grafica(4.1) en el punto 2 presenta una discontinuidad esencial de segunda

especie:
3 lim f(z) =
T @) (= Plm /@)

z—27+

EjeI‘CiCiOS: Estudiar la continuidad y clasificar los puntos de discontinuidad de las funciones:

223 +52° —x — 6
(1) fla) = =———

Dominio de la funcién: Dy = {z € R | 22 —4 # 0} = R\ {-2,2}

La continuidad se puede razonar de dos formas:

La funcion es racional.

e Por definicién: Va € Dy, ligl f(z) = f(a) = La funcién es continua en R \ {—2, 2}

e Por las propiedades. La funcién f es continua en R\ {—2,2}, por ser cociente de dos funciones
continuas (polindmicas) en todos los puntos excepto los valores que anulen el denominador.

Discontinuidades:
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Continuidad

4.2 Discontinuidad

e En z = —2. Hallamos el limite:

23 2 0 22 _ 9
lim f(z) = lim x> +5x* —x—6 3 y 2z* 4+ 2z —3)(z+2) 2

T——2 T——2 x?2—4 (1) soa (x+2)(z—2) -
. 2c2 42— 3
= lim —— = ——
e—-2 (z + 2)(x — 2) 4
Existe el limite en z = —2 y es finito. La funcién presenta una discontinuidad evitable en
T = -2
(1) Descomponemos por Ruffini: P(x) 2 5 —1 —6 . Por el teorema del resto
-2 -4 -2 6
Pi(x) 2 1 -3 0
—2 —4 6
2 -3 3

Pl(a: = —2) =3

El denominador: a? —b% = (a +b) - (a — b)
(2) Simplificamos el factor no nulo = + 2.

223 - 2
e En z = 2. Hallamos el limite: lim "+ oz z—6 8

5 = — = oo. Si fuese necesario se calculan
T—2 x4 —4 0
los limites laterales para establecer cuando tiende a +00 y —oo. La funcién presenta una

discontinuidad esencial asintética en z = 2. Larecta £ = 2 es A.V. de la funcién.

2 _ _
f1(:v):w

5 sixz <0
T4+ x
(2) f(z) =1 falx) =22 +3 si 0 <z < 2. Es una funcién a trozos, su dominio es la unién de los
2
7 =3 .
f3($)=$+4 sixz > 2

subdominios: Dy = Dy, U Dy, U Dy,

Dy, = R\ {~1,01} 1 {z < 0} = (—o0, 0)\ {1}
Dy, = [0, 2) es un polinomio
Dp = {R\ {~4}}n{z > 2} = [2, +o0)
La funcién, por dominio, es discontinua en £ = —1. Ademads por ser a trozos, los puntos donde por la

izquierda y derecha hay funciones distintas puede presentar discontinuidades. En nuestro caso x =0y
x = 2. En el resto de su dominio es continua por ser funciones continuas u operaciones con funciones

— Dy =R\ {-1}

continuas.
e En x = —1, limite:
2 0
. z°—3x—4 §
A ) = B, Al =l = 6
_ (z4+1)(x—4) @ 3:—4_5
a1 z(z+1) a1 ox
Existe el limite en z = —1 y es finito. La funcién presenta una discontinuidad evitable en
rz=—1

2
—3z—4= 1 4
(1) Descomponemos los polinomios: o o (@+1@+4)

2 +r=x(r+1
(2) Simplificamos el factor no nulo: z+ 1. Y hallamos el limite.

e En z = 0. Cambio de funcién, limites laterales:

h?+3h—4 —4
l. == 1. - h = 1. —— — =
S f(@) = Jim f1(0 = h) = Jimy s gy = = = e
zlg&f(aj):}111_>H6f2(0+h):}111_>n62(0+h)+3:3
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Continuidad 4.2 Discontinuidad

El limite lateral por la izquierda tiende a 400, la funcién presenta una discontinuidad
esencial asintética en x = 0. La recta x = 0 es A.V. de la funcién por la izquierda.

e En z = 2. Cambio de funcién, limites laterales:
lim f(z) = lim o2~ h) = im 22— h) +3 =T

: o o @2+Rr?-3 1
Jim f(@) = lim fo(2+R) = Jim =m0 =5

Existen los limites laterales finitos, distintos. La funcién presenta una discontinuidad esencial

finita en x = 2. ) "
El salto de la funcién es: zlgglté(:v) - zlirgli f(z) = i 7= o El signo EI indica que la
grafica de la funcién BAJA 5

-7 -6 -3 -4 -3 -2 -1 0 1 z 3 4 3 & 7 8 S 10

Figura 4.2: Gréfica de la funcién f(z)

(3) FEstudiar segun los valores del pardmetro k la continuidad de la funcion:

f($):{2x+3 siz < —1

2+k siz>-—1
El dominio de la funcién es el conjunto de los reales, funciones polinémicas: Dy = R.

e Vz € R\ {—1} la funcién es siempre continua (funciones polindmicas).

e En z = —1, hay cambio de funcién, limites laterales:
i f(@) = lim fi(—1—h) = lim 21— k) +3 =1
Jim  fz) =lim fo(=1+h) = lim(-1+h)"+k=k+
Por definicién de continuidad:

fserd continuaen —1 <= 3 lim f(z) = f(-1) =k

rz——1
3 lim f(2) <= lim f(z)= lim f(z) <= 1=k+1 <
T—r— z——1" T—r—

e Vk #0, f es continua en R\ {—1}. En z = —1 presenta una discontinuidad esencial finita (los
limites laterales existen y son finitos).

e k =0 entonces la funcién f es continua en R.
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