CAPITULO b

Funcién exponencial

5.1 Repaso de las potencias

Definicién 5.1 (Potencias de exponente natural). Sea a € R y n € N se llama potencia de base a y

exponente n, se denota a™, al producto de la base (a) por si misma n veces.

n
an:a.a.a ..... a
Propiedades
eal=ua ° (an>m:anm
n
o g ™M =gt oa”.b”:<a b>
a™ am a\”™
o — =a""""gin>m Sin:m:>a0:1| .__<_>
a™ bn b

Definicién 5.2 (Potencias de exponente entero). Sea a € R y n € Z se llama potencia de base a y
exponente n, se denota a™:

n
. P —
Sin >0 entonces a“"=a-a-a-----a

Sin =0 entonces a® =1
1

Si — t "= —
in <0 (—n>0) entonces a =

Definicién 5.3 (Potencias de exponente racional). Las potencias de exponente racional estdn

relacionadas con los radicales. Tal como se estudio en cursos anteriores, no siempre la raiz de un nimero
real es real.

Seaa >0y e€Q, n#1 sellama potencia de base a y exponente 7 a la raiz de indice n y radicando la

potencia m—ésima de a.

m
n:na/m

a
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5.2 Funcién exponencial

Definicién 5.4 (Funcién exponencial). Sea a >0 y a # 1 se llama funcion exponencial de base a, se
denota por exp, a la funcion de:

Dominio R . ‘R R
Relacion entre las variables exp,(x) = a® XPa r +— exp,(z) = a®

La condicién a > 0 nos permite afirmar que TODOS los nimeros reales tienen imagen y ademas que es
siempre estrictamente positiva (propiedades de las potencias). Es decir:

Im(exp,) = (0, +o0) = R*—i_

Si a =1 la funcién es constante: exp,(z) =1 =1, Vz € R

Propiedades

e exp,(0) = a® = 1. El punto P(0, 1) pertenece a todas las graficas de las funciones exponenciales.

T

e a®-a®” =a* VayVz,z €R o a_:<g>w Va,byVz € R
bx b ) )

a” z—z' / o' 4
e — =a""" VayVz,z' €R . (al’) =a""Va y Vo,2' € R

a

. A
) ax ‘bI — (a -b) ’\fa,l)}r\fm EEH% e a - z; — z;;\/a y’\ﬂr EEH%
Dominios

El célculo de dominios de funciones exponenciales se basa en el dominio de la funcién exponencial y el
dominio de la composicién de funciones.

Sea F(z) = exp,(f(x)) = a/®), leemos: exponencial base a la funcion f(z)

Es la composicién de la funcién f(z) con la funcién g(z) = a® = F(z) = (go f)(z) = g((f(z)) = af @),
su dominio, por la composicién: Dp € Dy = R = Dp = Dy.

Ejemplos: Hallar los dominios de las funciones:

%fiS
(1) f(z) =3" ", su dominio maximo es:

Di={zcR|z>-16#0} =R\ {4, 4}
(2) f(x) =5Y3"% su dominio maximo es:

Df:{xeRy:s—:czo}:(—oo, 3]

2x43
(3) f(z)=3""" —5Y3=® Aplicando la definicién de suma de funciones:

Dy =R\ {—4, 4}ﬂ<—oo, 3] - (—oo, 3] \ {—4}
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Funcién exponencial 5.2 Funcién exponencial

5.2.1 Graficas de las funciones exponenciales

1 €T
En primer lugar estudiaremos dos funciones exponenciales: f(z) = 2% y g(x) = <§> :

lim 2% =27°° =0 = la recta y = 0 asintota horizontal cuando x — —oo
T—>—00

lim 2% = 2% = f(a) = la funcién es continua en Va € R
T—a

flz) =2°

lim 2% =27 = 40
Tr—r-+00

Im(expy) = (0, +00)

z| flz) =27
Iim 2" =0

T—r—00

ol flz) =27
—410.0625 &

—310.125
—-210.25
—11]0.5 4

Wb~ O
— 00 I» DN

6 1/

lim 2% = 400 G 3 -3 ) -1 ] 1 2 3 P
T—+00

Figura 5.1: Gréfica de la funcién f(z) = 27

1\* 1\
z|| lim (=] =(=) =g(a) = la funcién es continua en Va € R
g(x) = <1> e ’

z—+oo \ 2

N\" [1\™™
lim <—> = <§> = (0 = la recta y=0 es asintota horizontal cuando x — +o0

Im(expy) = (0, +00)
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5.2 Funcién exponencial

Figura 5.2: Gréfica de la funcién g(z) = (1)”

La diferencia entre las gréaficas viene de la base, debemos considerar dos casos:

Las graficas de las funciones exponenciales de base mayor que la unidad tendran las mismas
caracteristicas que la funcién f(z) = 27 figura (5.1) y las funciones exponenciales de base entre cero y

la unidad las de la figura(5.2).

distintas imédgenes. Por lo tanto:

Nos permitird resolver las ecuaciones exponenciales.

Las funciones exponenciales, a la vista de la gréafica, son inyectivas: elementos distintos tienen

o/ = a9 = f(z) = g(z) Yz € Dy N D,

Para dibujar las gréficas de las funciones exponenciales se aplica las traslaciones (pag. 25).

Ejemplos: Dibujar las grdficas de las funciones:

1) file) =271 = f(z - 1)

fi(z) = f(x—1), la gréfica(5.1) se traslada una uni-
dad a la derecha en el eje de abscisas. La asintota
horizontal es la misma: y = 0 cuando * — —o0

@ 0@ = (3) -2
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5.2 Funcién exponencial

g1(x) = g(x) — 2, la grafica(5.2) se traslada dos
unidades hacia abajo en el eje de ordenadas. La
asintota horizontal es y = —2 cuando x — +o0

Ejel‘CiCiOS: Dibujar, razonadamente, las grdficas de las funciones

(a) f(z)=2"+2

Si la base es el nimero e entonces la funcién exponencial es
f(z) = exp.(x) = €%, se suele denotar asi: f(x) = exp(z).
Su grafica es del tipo (5.1), la base es mayor que la unidad.

x| f(z) =e”
Iim e =0
T—r—00

—310.0498

—210.1353

—1{0.3679
0|1
1]2.7183
2(7.3891
3| 20.0855

lim e® =400
r——+00

#(@) = exol(a) = &

\

Figura 5.3: Gréafica de la funcién f(z) = exp(z) = €*
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5.3 Ecuaciones exponenciales

Definicién 5.5 (Ecuacién exponencial). Una ecuacidn es exponencial si la incégnita se encuentra en
el exponente.

Definicién 5.6 (Solucién). Sea a € R diremos que es solucion de la ecuacion exponencial dada, si al
sustituir la incognita por, a, la ecuacion se convierte en una identidad.

Numero de soluciones

e La ecuacion es incompatible si no tiene soluciones reales.
e La ecuacién es compatible determinada si tiene una tinica solucién real.

e La ecuacién es compatible indeterminada si tiene mas de una solucién real.

Graficamente:

Incompatible La grafica de la funcién NO CORTA al eje de abscisas.

Compatible determinado La gréfica de la funcién CORTA al eje de abscisas en UN UNICO punto. La
abscisa del punto es la solucién de la ecuacién.

Compatible indeterminado La grifica de la funcion CORTA al eje de abscisas en tantos puntos como
soluciones tine la ecuacion. Las abscisas de los puntos son las solucién de la ecuacién.

Para resolver las ecuaciones exponenciales se debe aplicar las propiedades (pag. 104) y la inyectividad de
las funciones exponenciales (pag. 106).

Ecuaciones de la forma: of(®) = 9()| siendo la base b una potencia de la base a Por ser b una
potencia de a: 3r € R tal que b = a":

(z) 2)

oJ @ — pa@) s @) — (ar>g A F@) — @ 2L

= f(z) =7 - g(z) se resuleve la ecuacién y sus soluciones son las de la ec. exponencial

(1) Propiedades de la funcién exponencial.
(2) Inyectividad de la funcién exponencial de base a.

Ejemplos: Resolver las ecuaciones:

r—3
(1) 273 =8 7 . El niimero 8 = 2%

o3 =g |Moges _gast Gl 5 _3(.7;2— 3)

2z — 6 = 3z — 9 = x = 3 La solucién de la ecuaciéon exponencial es

(2) 97+ = 3=°~6_El nimero 9 = 32:

9z+1 — 3x276 % 32-(:E+1) — 31276 (:2)> 2(:17 + 1) —_ $2 — 6= 2 + 2 — 1'2 -6

2j:\/4+32_2j:6_{:v1:4

22 -2 —8=0=— 1 =

2 2 Lo = —2

Las soluciones de la ecuacién exponencial son |:1;1 =4y xy=-2
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(3) 5**~3 = 1. Propiedades: a® = 1Va:

g3 [ g3 50 Bloa g g2 3,43

.

Las soluciones de la ecuacién exponencial son

r=—/3

Ecuaciones de la forma: a/(® + /() 4 /() 1... =0, siendo b y ¢ potencias enteras de a Se
realizan cambios de variable. Si b =a" y ¢ = a” con m,n € N el cambio de variable es:

a’®) = t| La ecuacién en la nueva variable es polinémica y se resuelve.

Una vez halladas las soluciones para la variable: , se deshace el cambio para calcular, si es posible,
las soluciones de la variable principal z.

Atencidn: af(m) >0

Ejemplos: Resolver las ecuaciones:

(1) 2% +8-4% —9 = 0. El ntimero 4 es igual a 22. El cambio de variable es:

|2x+8~4m—9:0 (:1)>t+8t2—9:0:>8t2+t—9:0ecuaciéndesegundogrado

16
ti=—=1
Tl VI8 —1+V289 1417 16
16 16 16 t 18 9
2719 8

27 =1 += [z =0]

Deshacemos el cambio
xT

2% £ —% No hay solucién real: 2* > 0

La tnica solucién es © = 0

(1) 4% = 227 — <2x>2 — 2

5.4 Sistemas de ecuaciones

Un sistema de cuaciones exponenciales estd formada por dos o mas ecuaciones exponenciales, con dos o
mas incognitas.

La solucién de los sistemas consiste, en general, transformar las ecuaciones exponenciales del sistema en
ecuaciones algebraicas mediante cambio de variables. Una vez en forma algebraica se resuelve por los
métodos tradicionales: igualaciéon, sustitucién o reduccién.

Con las condiciones intrinsecas a las funciones exponenciales se deshacen los cambios y se hallan, si
existen, las soluciones reales del sistema.

Los métodos explicados son generales, en cada caso el alumno(a) puede encontrar métodos de solucién
alternativos. Incluso hay sistemas de ecuaciones exponenciales en los cuales no es necesario cambios de
variable. El trabajo personal es muy importante para adquirir los habitos de soluciéon de ecuaciones y
sistemas.
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Ejemplos: Resolver los sistemas:

27 —3¥t2 =1
(a) gz—1 4 gyt+l — 5

2T _3yt2 — 1) () 12x_9'3y:1 Efoct 1 bios d bl 2T — ¢
gr-1 4 3yt _ g SN 12%_'_3‘32/:5 ectuamos los cambios de variable | 3, _
t—9z2=0 t—9z=1 3
1t2+3225}§ (3) §t2+9z:15}§1t2+t—16:0:>3t2+4t—64:0
4 4
t 12 4
—44+ 16 +768 —4+28 1= = 1
foAEVIBETE 4k ) h= g O gy, ]
6 6 to =3 Solucién NO valida t = 2% > 0 3
o —4—22 8L o 5 , - —2
1 (5) Solucién del sistema | © -

4x271 — 8y72
(b) 3r — oy = —13

4721 _ gu-2 } ) 221D — 93(u-2) } (5) 22 —2=3y—6 }
-

} La segunda ecuacién del sistema es algebraica.

=

3z — by = —13 3z — by =—13 3z — by =—13
222 — 3y = —4 5 10z% — 15y = —20
Y o 5 Y L1022 92— 19=0
3z — 5y = —13 (-—3) —922+ 15y =39
94+ /81 +760 9+29 x1:£ . .
T = = = 10 Sustituyendo en la ec. algebraica
20 20 Zo = —1
19 57 187
=— = — -by=-183=y=—
T 10 Y Y= 50
r=—1=-3-0y=-13=y=2
19 187
Las soluciones del sistema son: T 10’ v= 50
r=—-1;y=2

(1) Propiedades de las funciones exponenciales.
(2) Resolvemos el sistema por reduccion.

)

)
(3) Sumando las dos ecuaciones
(4) Sustituimos el valor de la incégnita t en la primera ecuacién del sistema.
)

(5) Inyectividad de las funciones exponenciales.
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