CAPITULO [

FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

7.1. Funcion exponencial

o . .2 /3r—12
@ Hallar, razonadamente, el dominio de la funcién f(z) = eV3*—*

La funcién f es la composicién de tres funciones: polinémica, 3x — x
exponencial: e*, su dominio es:

2 irracional de indice par: \/z y
Dy = {xGR‘?)x—:cz 20}
Las raices de la ecuaciéon 3z — 22 = 0sonz =0 y

x = 3. Solucién de la inecuacion:

z(3—1x) El

[+]
[1]

El dominio de la funcién es: Dy = [0, 3]

o+ O

wT+ O

3—x
x+2

@ Hallar, razonadamente, el dominio de la funcién f(x) =e

La funcién es la composicién de la funcién g(z) =

23 o la funcién h(z) = €%, f(x)

3
El dominio méximo de la funcién es: Dy = {sc € R‘T; >0Nx+2+# O}
z

. . ., O—
= Solucién de la inecuacién

> 0. Lar raices del numerador y denominador de la fraccién alge-
x
. z=3
braica son {

T =-2

y el SIGNO de la fraccion algebraica es:
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7.1 Funcion exponencial Funciones exponencial y logaritmica

wo

El dominio de la funcién es: Dy = (-2, 3]

(3) Sea la funcién f(z) = 3*~* — 3.
a) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas de la funcién.
b) Hallar, si existen, las asintotas de la funcién.

c) Representar la grafica de la funcién f(z) mediante traslaciones.

a) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas de la funcion.

Eje de ordenadas: imagen de cero == f(0)=32-3=6 = (0,6).

Eje de abscisas: antiimagen de cero f~1(0) =322 -3 =0 = 3277 = 3, la funcién expo-
nencial es inyectiva: 2 —x =1 = x = 1. La gréfica de la funcién corta al eje de abscisas en
el punto (1,0).

b) Hallar, si existen, las asintotas de la funcion.

Asintotas verticales: La funcién es continua en su dominio, R, suma y composicién de funciones
continuas por lo tanto no tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales:

lim f(z) = lim (3277 —3) =37 45 =

T—r—00 T—r—00
i = { 271‘— =3 = =
= i (#5) =5 50+

La recta ||y = 5|| es A.H. cuando z — +o0

¢) Representar la grifica de la funcion f(x) mediante traslaciones.

1 z—2
La funcién f(z) =3** -3=3"0"2 _3= (§> — 3|. La gréfica de la funcién f(z) es la de la

1 x
funcién g(z) = <§> trasladada segun el vector v = (2, —3) .
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Funciones exponencial y logaritmica 7.1 Funcion exponencial

5
4

D}

—3
1\* ’

r)=|=
g(x) (3> ,
1
—9 —8 -7 —6 —5 —4 -3 —2 —1 6 7 8 9 10 11
-1
-2
.................................. Z[/..:.d..........................Ha.
—4
2 —1

(@) Sea la funcién f(x) =e z+3

a) Hallar su dominio mdzimo.

b) Hallar, si existe, su asintota vertical.

1
¢) Demostrar que las rectas y = e e y = — son sus asintotas horizontales.
e

a) Hallar su dominio mdzimo.

La funcién se lee: exponencial del cociente entre la raiz cuadrada de un polinomio y un polinomio.
Dy={zeRjz*-1>0Az+3#0}

La solucién de la inecuacién 22 —1 > 0 es € (—o0,—1] U [1,4+00). La raiz del polinomio del

denominador es z = —3.

Dy = {(~o0,~1]U[1,+00) } \ { -3}

b) Hallar, si existe, su asintota vertical.

La funcién es composicién de funciones continuas, en su dominio la funcién es continua.

V(=3—h)2—1 Ve
lim f(z) =lim f(=3 —h) = lime Anf =e=0 = =0
r—3— h—0 h—0
(=3+h)2—1 V3
lim f(z)=1lim f(-=3+h)=lime A8 =e+ =et™® = o0
r—3+ h—0 h—0
‘La recta © = —3 es A.V. cuando z — —3*

1
¢) Demostrar que las rectas y = e e y = — son sus asintotas horizontales.
e
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7.1 Funcion exponencial Funciones exponencial y logaritmica

x? -1
21 m ——— 1
lim f(z)= lim e =3 =er?t0 T+3 =el=¢ = y=csiz— +o0
T—+00 T——+00
, 2 —1 , 2 -1
221 lim ———— , lim 1
lim f(z)= lim e #8 =er>—0 x+3 “=Tetotoo —t+3 —¢e7l=_
T——00 T——00 e

Larectay=—-siz = —x
e

La gréfica de la funcién f(z) efectuada con el programa GEOGEBRA es:

Al A
11
b
x = —31
"
y=eslx— 400
—————————————————————————————————————— >
| o
y=—s1x—>—00 1
e
-35 =30 —25 —20 —15 —10 —5° 5 10 15 20 25
(5) Resolver las ecuaciones:

a) 317 = 5lo. f)at—3=143.2v—4

b) (0,25 *x2+2:4.2*x. C]) 25 I+?:55\/I_+3

c) 25w T — 0,2)3‘7’—H '

d) 9V2e+8 _ yvr—3+1 h) 625V T+3 _ 25" =0

2 )
e) 0,25-2%° —22—4 _( 125 i) 433 4 9242 — 5
o — L
a) 377 = 573

Descomponiendo factorialmente: 243 = 3°

3l = — 37 =305 = 1-z=-5 =z=6

3

‘ Solucién de la ecuacion: z = 6
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Funciones exponencial y logaritmica 7.1 Funcion exponencial

b) (0,252 =4.27".
. . L 2
Descomponiendo factorialmente: 0,25 = 1= 27y 4 =2°

o(-2:(=a*+2) —o2t(-a) Wy 9 2499 4 — 2Ptz 6=0 —

3
-1+v1+48 —14£7 1=
€r = = =
4 4 oy = 2
. 3
Las soluciones son z = -2y x = B

4‘ Razonamientos }7

(1) La funcién exponencial de base dos es INYECTIVA.

c) 257+ = (0,2)%F3,

1
Descomponiendo factorialmente: 25 = 5% y 0,2 = E = 571

p2@e) —5=Gerd) Wuop2 op 30 3 222 4 5r43=0 —

5425 -24 —5+1 Jr=-1
N 4 D P

2

X

. 3
Las soluciones son z = -1y x = —3

4‘ Razonamientos }7

(1) La funcién exponencial de base cinco es INYECTIVA.

d) 2«/2x+8 _ 4x/x73+1'

Descomponiendo: 4 = 22

ovZeds _ 2va=3t) W o o(r i 341) e +8=4(r—3+2/z-3+1) L

rtd=2 444V -3 Lavr 3=8-2z L16(r—3) =2 160+64 —

— 28
22— 320 4+112 =0 (5:)>x:16i\/256—112:16i12:{x )
x:

Discusién de las soluciones:
V64 =38
2(V25+1)=2(5+1) =12
‘:p = 28, NO es solucion de la ecuacion irracional y tampoco de la ecuacién exponencial
» Siz =4 entonces V16 =2(v1+1) =4 =4.
‘x = 4 es la solucién de la ecuacién exponencial‘
4‘ Razonamientos }7

(1) La funcién exponencial de base dos es INYECTIVA.

= Si x = 28 entonces sustituyendo en la ecuacién irracional: {
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7.1 Funcion exponencial Funciones exponencial y logaritmica

(2) Ecuacién irracional, elevando al indice de la raiz aislada.

(3) Simplificando por dos.

(4) Aislando la raiz.

(5) Forma reducida de resolver una ecuaciéon de segundo grado.

2
e) 0,252 —22—4 _ ¢ 195

2 _ 9. _ 1 2 _9p
0,25-2% — 20 —4 _ 195 %1-256 2z — 4

g-2ta?-20-4 _og-3 B 2 o g g L2 9. 3_

—3
lej:\/1+3:1j:2:{x

r=—1

:é :>2—2_2x2—2x—4:2—3 2

‘Las soluciones de la ecuacién exponencial son © = -1y z = 3

4‘ Razonamientos }7

(1) 0,25 = &% = 1y 0,125 = 325 = |
(2) Producto de potencias de la misma base.
(3) Las funciones exponenciales son inyectivas.

f)4aE—3=143.22—4

_ _ o
4T =3 _ 1 43.98—4 _ 02@-3) _ 1 3.9v. 974 :>22$-2*6:1+3-1—6
22:1: 21
=143 W12 64412t — 42— 12t — 64 =0

t; =16
ty = —4

t:6:|:\/36+64:6j:10:{

‘Deshaciendo el cambio: ‘

{Sit:16 — 20 =20 — [z =4|

Sit=—-4 =2%=-4 ‘ No hay solucién real: a® > 0,V € ]R‘

‘La solucion de la ecuacion exponencial es © = 4‘

4‘ Razonamientos }7

(1) |CAMBIO DE VARIABLE: 2° = t|y m.c.m.(16,64) = 64.

g) 25\/a€+3 =5. 5\/x+3‘

o5VIt3 _ 5 5Vz+3 (i>52'\’3”+3:E’)H\/m (2:)>2\/:C+3:1+VCC+3

Vits=1 91321 — 2= -2

La solucién es x = —2‘
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4‘ Razonamientos }7

(1) 25 =52 y producto de potencias de la misma base.
(2) Las funciones exponenciales son inyectivas.
3) Ecuacién irracional: se elevan los dos miembros de la ecuacion al indice del radical (en este caso

dos).

h) 625Ve+3 — 257 = (.

Las dos bases son potencias de 25:

2
625V7F8 — 057 (252)VEP3 — g5 L o52Vats _g5e B o g @ (2ve+3) =22

Comprobacién de las soluciones en la ecuacién irracional 2v/z + 3 = x:

r1=6 —2/6+3=2-3=6 =— x =06 es solucion.
g =—-2 =2¢/-2+4+3=2-1%# —2 NO es solucion

‘ La solucién de la ecuacion exponencial es: z = 6

4‘ Razonamientos }7

(1) Propiedad de las funciones exponenciales.
(2) La funcién exponencial es inyectiva.
(3) Ecuacién irracional e indice de la raiz aislada, dos.

i) 4x+3 4 2x+2 =

Por las propiedades de las funciones exponenciales: 4%-434+2%.22 -5 = (0 = 64-2+4.27-5=0

Cambio de variables: ||2* = ¢ ||.

1
==
4+ IGF 1230 -4+36
GA2 44t —5=0 —f= t _ _ 4
123 123 .5
27 7 16

1
2" =7 —=2=2"2 —|[g=-2

Solucién: o . . . . ..
2y = 16 las imagenes de las funciones exponenciales siempre positivas

No es solucién

7.2. Funcion logaritmica

1 3x — a2
@ Hallar el dominio de la funcién f(x) = log (L;l>
.

La funcién f es la composicién de un cociente de polinomios con la funcién logaritmica, su dominio es:

10 + 3z — z?
D, = {:m&\% >0M2#0}
T
Las raices del polinomio del numerador son x =5 y © = —2 y las raices del denominador es x = 0, doble.
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7.2 Funcion logaritmica

Funciones exponencial y logaritmica

2 o N N

—2 0
doble

(-]

v+ O

El dominio de la funcién es: Dy = (—2,5) \ {0}

" 3
@ Hallar el dominio mdzimo de la funcion f(xz) = log, (; : >
— X

Logaritmo base dos DEL cociente de dos funciones polindmicas.

3
Df{xeﬂzilg+ >0A2—x¢o}
’ — X

=-3
Los ceros de las funciones del numerador y del denominador: {x 5
xr=
Solucién de la inecuacion T3 > 0.
-z
+3 —
e — — — 0+ + 4+ + B - =8

—8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

() Calcular: logg 81 + logy 25 + log; ¥/49
5

log; 81 = logs 31 = 4

1\ 2
log1 25 = log1 5% = log1 <—> = -9
5 5 5

log, /49 = logs 75 =

[SCR )

g 2
log381+log; 25+10g7 J49=4-_94+ 2

(4 Resolver la ecuacion logaritmica: 3 - logg (6 — x) — log, (z? +12)2 = 1 — logy(z + 6)
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Funciones exponencial y logaritmica 7.2 Funcion logaritmica

Cambio a base 2 y propiedad del logaritmo de una potencia.

3. log, (6 — 2-1 2412
0g(6 —x) _ 2-logy(a” + ):10g22—10g2(x+6)

log, 8 log, 4
3 -logy(6 —x)  Zlogy(z” 4 12) (1) 6—x 2 2)
3 — 7 = logy 2 — logy(z + 6) < log, 2713, = log, 5 PN

6—x 2 r=2

2412 46

— 36 — 2% =222 + 24 :>g;:{
r=—2

‘ Sustituyendo las soluciones en la ecuacion logaritmicas ambas son solucion: z = +2

4‘ Razonamientos }7

(1) Suma de logaritmos y diferencia de logaritmos de la misma base.
(2) Las funciones logaritmos son inyectivas.

logz(2" —7) —logg (3" —2) = 2
@ Resolver el sistema exponencial-logaritmico:

z

2°4+2 = 2.9

) ) 2% —7 2v -7
= Propiedades de los logaritmos: logs w_9) = 2 —= w5 =

ATENCION: 9V = (3?)” = 3% y la ecuacién es: 2* +2=2-9¥ <= |2° 42 =2.3%

2T = ¢
s Cambio de variable:
=2 = 3%W=22

t—9z=-11
= Kl sistema de ecuaciones es: 5 . Sustituyendo:

=1 =y=1
22 =16 —zxr =4

9+81-72 9+£3 Jzu=3 =1 =16 :>{

z z+ z 1 1

3 5

La segunda solucion algebraica, NO ES SOLUCION de la ecuacién logaritmica.

r=4

Solucion:
y=1
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Funciones exponencial y logaritmica

(6) Asociar a cada funcién su grafica:

a) fi(z) =|e* — 2‘ b) fo(x) = ‘log(w — 3)’ c) f3(z) = log’:z;‘ d) fa(x) =log(z +1)
A A
3] \ g ]
9 | Grafica A -
11 6 -
o T4 1 R T R A R P 5 1 L
3291 1 23456789101112 | Gréfica B
] 5 ]
3] 5 |
] 1]
5 AN N I . AN (N N N S T
6 1+ 1012345 6 7 8 91011121314
A A
3 Grafica D
Gréfica C ]
1 4

N W Ot I o ©

)

=8=7—=6=5=4-3-2=3 | 1 2 3 4 5 6 7

87 6-5-4-3-2-% |1 23456789

(a)

filz) = ‘em - 2‘ Por ser un valor abso-

luto, las imégenes son mayores o iguales
que cero.

La grafica debe estar en los cuadran-
tes uno y dos. La grafica de la funcién
g(x) = e¥ — 2, es la exponencial de base
e, desplazada dos unidades negativas en
el eje de ordenadas.

Corresponde con la grafica .

fa(w) = [tog(a = 3)|.

Es el valor absoluto de la funcién logaritmo
desplazada tres unidades a la derecha en el

eje de abscisas.
Corresponde con la grafica

Grafica C

>
>

N Wk Ot 9 o ©

y

—8-7-6-5-4-3-2-11 1 2 3 4 5 6 7 8

=N W ke Oty 3

Gréafica B

b

12345 6 78 91011121314
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7.2 Funcion logaritmica

()

A
3 Grafica D
fa(x) = log‘x‘ f |
La funcién es el logaritmo DE un valor abso- _
huto: 8-7—6-5-4-3-2-} | /1 2.3 45 6 7 8 9
log(— i 0 —2Y]
log 2] = og(—x) S%x < 1;
log x siz>0
—4
Corresponde con la grafica @ =5
—6
31 1 -
o | Grafica A
fa(z) =log(x + 1) 1
La gréafica corresponde con la funcién logaritmo T A D A L R O I P
desplazada UNA unidad a la IZQUIERDA en el —3-2= 12345678 9101112
eje de abscisas. 1
Corresponde con la grafica 3
4 ]
.
6
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