CAPITULO [

TRIGONOMETRIA

La palabra, TRI-GONO-METRIA, etimolégicamente significa relacién entre los lados y dngulos de un
tridngulo

7.1 Angulos

Definicién 7.1 (Angulo). Un dngulo es la abertura de dos semirrectas que parten del mismo punto.

Elementos asociados a un angulo

Lados Son cada una de las semirrectas que forman el angulo
, Ty S.

Vértice Es el punto de interseccion de los lados O

@)

El sentido de recorrido de un angulo es:
POSITIVO si es el contrario del movimiento de las agujas de un reloj. O
NEGATIVO si es el del movimiento de las agujas de un reloj. O

El dngulo <(O,r, s) es positivo y el dngulo <(O, s,7) es negativo.

Angulo central

Consideramos una circunferencia de centro O y radio cualquie-
ra, los lados r y s determinan en la circunferencia una arco AB.
Este angulo recibe el nombre de dngulo central y AB es su arco
correspondiente.

A

Determinan dos dngulos orientados: <((A, O, B) es positivo y el dngulo <(B, O, A) es negativo.
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TRIGONOMETRIA 7.1 Angulos

7.1.1 Referencia angular

En unos ejes de coordenadas cartesianas:

Vértice del angulo Origen de coordenadas O.

Origen de angulos Semieje positivo de abscisas.

Orientacién Positiva en el sentido contrario al movimiento de las agujas de un reloj.

Extremo del arco El punto B.

Figura 7.1: Referencia angular

7.1.2 Medida de angulos
Sistema sexagesimal

Definicién 7.2 (Grado sexagesimal). La circunferencia se divide en 360 partes iguales, cada una de
ella recibe el nombre de grado sexagesimal, que se denota con el simbolo °.

Definicién 7.3 (Minuto sexagesimal). Cada grado sexagesimal se divide en 60 partes iguales, cada
una de ella recibe el nombre de minuto sexagesimal, que se denota con el simbolo .

Definicién 7.4 (Segundo sexagesimal). Cada minuto sexagesimal se divide en 60 partes iguales, cada
una de ella recibe el nombre de sequndo sexagesimal, que se denota con el simbolo ”.

Ejemplo: Un 4ngulo de 23°35’47" se lee: veintitrés grados, treinta y cinco minutos y cuarenta y siete
segundos.
Sistema centesimal

Definicién 7.5 (Grado centesimal). La circunferencia se divide en 400 partes iguales, cada una de
ella recibe el nombre de grado centesimal , que se denota con el simbolo g.

Definicién 7.6 (Minuto centesimal). Cada grado centesimal se divide en 100 partes iguales, cada una
de ella recibe el nombre de minuto centesimal, que se denota con el simbolo m.

Definicién 7.7 (Segundo centesimal). Cada minuto centesimal se divide en 100 partes iguales, cada
una de ella recibe el nombre de sequndo centesimal, que se denota con el simbolo s.

Ejemplo: Un angulo de 23975™87° se lee: veintitrés grados, treinta y cinco minutos y cuarenta y siete
segundos, centesimales.
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TRIGONOMETRIA 7.1 Angulos

Radian

Definicién 7.8 (Radidn). Un radidn es la medida del dngulo cuyo arco tiene de longitud, el radio de la
circunferencia con el que ha sido trazado. (Fig4.2)

-~

e =

1 radian

Figura 7.2: Radian

La longitud de la circunferencia de radio R es igual a 2w R, por lo tanto el nimero de veces que el radio

esté en dicha longitud, es el niimero de radianes de una circunferencia:

2
LR = 27 radianes ~ 6.28318 radianes

R

Uso de la calculadora:

o El sistema sexagesimal:

o El sistema centesimal:

e Radianes:

Conversién de un sistema a otro:

2nrrad  7rad
360°  180°
360°  180°
2nrrad  7rad

Sexagesimal a radian El factor de conversion es:

Radianes a sexagesimal El factor de conversion es:
Ejemplos:

1. Convertir a radianes el dngulo o = 30°.

T T .
= —radianes

a=30" 3% =%

2. Convertir al sistema sexagesimal el 4ngulo 3 = 1.3radianes.

180°

8=13 = 74°29'4" .24
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TRIGONOMETRIA 7.2 Definiciéon general de las razones trigonométricas

7.2 Definicién general de las razones trigonométricas

En la figura(4.3) los tridngulos de vértices OAB, OCD, OEF, OGH, OIJ, etc., son semejantes por tener
los tres angulos iguales.
AB CD EF GH 1J Yy

OA—0C-0F_om -0~ T~ R®-"ne (7.1)

Definicién 7.9 (Seno). El seno de un dngulo es la razén entre la ordenada del extremo del arco y el
radio con el cual ha sido trazado.

. ordenada del extremo del arco
sina = =

radio R

También se verifica:

A(ajla yl)’ C(‘/L‘Qa y2)7 13(333, y3)’ G(CB47 y4)a I(CB57 y5)a v
Figura 7.3: Circunferencia trigonométrica
OB OD OF OH O0OJ x

OA~0C-O0F-0G oI~ —F- ™ (7-2)
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TRIGONOMETRIA 7.2 Definicién general de las razones trigonométricas

Definicién 7.10 (Coseno). El coseno de un dngulo es la razén entre la abscisa del extremo del arco y el
radio con el cual ha sido trazado.

abscisa del extremo del arco =z

COS &x = - = —
radio R
Asi mismo:
AB_CD _EF GH _IJ_ _y_, (7.3)
OB OD OF OH oI ~~—~— g e '

Definicién 7.11 (Tangente). La tangente de un dngulo es la razén entre la ordenada del extremo del
arco y su abscisa, (x # 0).

ordenada del extremo del arco y sina
tan a = , =< = x#0
abscisa del extremo del arco T CcoSw

Las razones trigonométricas inversas:

Definicién 7.12 (Cosecante). La cosecante de un dngulo es la razén entre el radio y la ordenada del
extremo del arco y # 0.

radio R 1 20
csca = = — =
ordenada del extremo del arco y  sina Y

Definicién 7.13 (Secante). La secante de un dngulo es la razén entre el radio y la abscisa del extremo
del arco x # 0 .

radio R 1 20
sec o = = — = T
abscisa del extremo del arco T COS (v

Definicién 7.14 (Cotangente). La cotangente de un dngulo es la razén entre la abscisa del extremo del
arco y su ordenada, (y # 0).

abscisa del extremo del arco T
cota = =— y#0
ordenada del extremo del arco y

7.2.1 Signos de las razones trigonométricas

(Figura4.4)

K T
Primer cuadrante: 0 < a < 3
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TRIGONOMETRIA 7.2 Definiciéon general de las razones trigonométricas
Slnazg:i:—l— COSO[:2 i tana:g:i:_i_
R+ R+ r  +
R R +
CSC&Z—:i:—i— secoy = — i cotag=— = — =+
Yy + r + +
Segundo cuadrante: il <a<m
sina—g—i——i- cosa—2 — tana =2 = — = —
R+ R+ +
R+ R+ xr -
csca=—=— =+ secay = — = — cota =—=— = —
Yy + x — Yy +

TANGENTE

—| +

COSECANTE

SECANTE

_|__

Figura 7.4: Signos de las razones trigonométricas

3T
Tercer cuadrante: 7 < o < >

Cos&x =

seco =

3
Cuarto cuadrante: 777 <a<2m

]+ 4+

|y e

Cosx =

seco =

7.2.2 Lineas trigonométricas

8l s

8l Wl

LI+ 411

+l+ 1+

tana = = = — =+
Jj —_—
cota = — = =+
tana = = = — = —
x  +
_|_
cota=—=— = —

Se llama circunferencia goniométrica a aquella de radio la unidad (R = 1).

Las razones trigonométricas tienen una interpretacién geométrica muy sencilla en la circunferencia

goniométrica.

En primer lugar dngulos cuyo extremo esta situado en el primer cuadrante:
Por definicién de las razones trigonométricas, y OA = OD = OF = radio = 1:

e sina = AB

L COSQZO_B

COTANGENTE
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TRIGONOMETRIA 7.2 Definiciéon general de las razones trigonométricas

E F

[9) B D

Figura 7.5: Lineas trigonométricas en el primer cuadrante

Los triangulos OBA y ODC son semejantes por tener los tres angulos iguales

AB CD —_— Y
[ D = - =
0B — 0D C . tan
oC OD — 1
a_O_BzOO_E_SGCOé
Los tridngulos OBA y OEF son semejantes por tener los tres angulos iguales:
OF _OF — OF = 1 = csca
OA AB oy
EF  OF L FF =% ot
OB~ AB Ty e

Para los restantes cuadrantes se hace un razonamiento analogo.

7.2.3 Acotacion de las razones trigonométricas

Las razones trigonométricas seno y coseno estan acotadas entre —1 y 1. Efectivamente por las definiciones
49y 410y R#0:
—-R<y<R -1< =<1 —1<sina<1

—-R<zx<R -1< <1 —1<cosa<l1

C seno ]
"""""""""""""""""""""""""""""""" i COSeno 1T
secante ] 0 secante
cosecante ER 1 cosecante
tangente
cotangente

Figura 7.6: Valores de las razones trigonométricas
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TRIGONOMETRIA 7.3 Relacion fundamental de la trigonometria

Las razones inversa cosecante y secante, verifican:

csca € (—oo, —1] U [1, +00)
seca € (—oo, —1] U [1, +00)

Las razones tangente y cotangente al ser cociente de abscisa y ordenadas, no estdn acotadas y toman

cualquier valor real:

tana € R
cota € R

7.3 Relacién fundamental de la trigonometria

Consideremos un angulo cualquiera o € R y las definiciones 4.9 y 4.10 y la figura 4.3:

2

sin? a =

ﬁ sumando . 92 2 y2 332 N £L'2+y2 * R2 N
2 —> sIn” « + cos a_ﬁ—i_ﬁ_ 2 _ﬁ_l
cos?a = Vo2
(x):Teorema de Pitdgoras
2 2
sinfa+cos"a=1  VaelR (7.4)

El seno cuadrado de un dngulo mas el coseno cuadrado del mismo dngulo es igual a la

unidad.

En la relacién fundamental (4.4), si cos a # 0, dividimos por cos? a:

;2
sin” o 1 1

5 l=—— = 1+ tan®a = 5 =sec?al cosa#0 (7.5)
cos? cos? o cos? o

Asi mismo, si sina # 0, dividimos por sin? o

2

cos” o 1 1
—— t+1l=—— = 1+cot’a= — =csc?al sina#0 (7.6)
sin” « sin® « sin” «
. 3 7 . Y
Sicosa = % Y3 < a < 7, hallar las restantes razones trigonométricas

Aplicando la relacién fundamental (4.4):

2
— 9
.92 s 2
- _—]_:> =1- —
sin a+< 5 > sin” o 25
25—-9 16 /16 4
) .
= = — =44/ = ==x=
sin” « 25 %5 — SIln & 25 5

El signo del seno hay que determinarlo segin en qué cuadrante se encuentre el extremo del arco. El
enunciado nos dice que el angulo « se encuentra en el segundo cuadrante, por lo tanto el seno debe tomar
un valor positivo Fig(4.4):

SN

sin @

Il
=] ot

sina = — csco = cosa = ——
5 5
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TRIGONOMETRIA 7.4 Relacion entre las razones de angulos

7.4 Relacién entre las razones de angulos

7.4.1 Angulos complementarios

Definicion 7.15 (Angulos complementarios). Dos dngulos o y 3 son complementarios si suman un
recto (90°).

a y [ son complementarios <= a+(8=90°= g

Los tridangulos formados son rectangulos e iguales, por tener los angulos agudos iguales y la hipotenusa

R=1

Y, )

(z,9)

Figura 7.7: Angulos complementarios: 8 = 90° — a = g -«

comun R = 1. Por lo tanto los catetos son iguales, aplicando las definiciones del seno y coseno y las lineas
trigonométricas:

sin 8 = cos « cos f =sina tan 3 = cot

Si el extremo del dngulo « tiene de coordenadas (z,y) entonces el de (3 tiene de coordenadas (y, =)

7.4.2 Angulos suplementarios

Definicién 7.16 (Angulos suplementarios). Dos dngulos a y 3 son suplementarios si suman dos
rectos (180°).

o y (3 son suplementarios <= a+3=180°=r

Los triangulos formados son rectangulos e iguales, por tener los angulos agudos iguales y la hipotenusa
comun R = 1. Por lo tanto los catetos son iguales, aplicando las definiciones del seno y coseno y las lineas
trigonométricas:

sin 3 = sin« cos 3 = —cosa tan 0 = —tan« (7.7)

Si el extremo del d4ngulo « tiene de coordenadas (z,y) entonces el de (3 tiene de coordenadas (—z,y).
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TRIGONOMETRIA 7.4 Relacion entre las razones de angulos

>

Figura 7.8: Angulos suplementarios: 3 =180° —a =7 — a

Reduccién del segundo cuadrante al primero

Las razones trigonométricas de los angulos de extremos situados en
el segundo cuadrante, son las razones trigonométricas del suplemen-
tario (180° — a) con los signos del segundo cuadrante (4.7)

7.4.3 Calculo trigonométrico
7.4.3.1 Razones trigonométricas de 0°, 90° y 180°
Aplicando las definiciones 4.9, 4.10 y 4.11:

...........

Figura 7.9: Razones trigonométricas de 0°, 90° y 180°
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TRIGONOMETRIA 7.4 Relacion entre las razones de angulos

0° 90° 180°

0 R 0

seno — =0 — =1 — =0
R R R

(7.8)

R 0 -R
coseno 7 7 7
0 R 0

tangente R 0 0 00 R 0

7.4.3.2 Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°

Consideremos un tridngulo equildtero de lado [ (fig 4.10), trazamos la altura correspondiente a la base,
qua a su vez es mediana, aplicando el teorema de Pitagoras, al tridngulo rectdngulo formado:

1\? 24— 32
P=hr+(z R=10P——= =—
+<2> — 4 4 4

/312 13
por lo tanto: h = = T\/_ Se construye una circunferencia de radio R = y trasladamos el tridngulo

Figura 7.10: Razones trigonométricas de 30° y 60°

rectangulo, tal como indica la figura.
Aplicando las definiciones de las razones trigonométricas:

¢ . 1V/3 /s
ao Y 2 : y _ 2 3
sind0° == =< =— o_Jd __& _ V<
R I ) sin 60 i ; 2
V3 ¥ l
o _2 _ V3 o _2_1
cos 30° = ) cos 60 “R-71773
W3 /3 3
o_ ¥ _ 2 1 V3 o_ Y _ 2 _
tan30—$— i —\/g— 3 tan60—$— i =3
2 2

Consideremos un cuadrado de lado [ (fig 4.11), En el cuadrado de lado [ trazamos una diagonal, se
forman dos triangulos rectangulos isésceles, aplicando el teorema de Pitagoras, para hallar la diagonal:

=P+ =22 —==1V22=1/2
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TRIGONOMETRIA 7.5 Reduccién al primer cuadrante

-------

45°

Figura 7.11: Razones trigonométricas de 45°

Trasladamos el tridngulo rectdngulo a una circunferencia de radio la diagonal 11/2. Aplicando las
definiciones de las razones trigonométricas:

sin45° =

(7.9)

Yy
R
T

450 = —_ = — =
cos 7
tan4h° = ¥
T

7.4.3.3 Razones trigonométricas de 120°, 135° y 150°

Efectuando una reduccién del segundo cuadrante al primero:

§
sin 120° = sin 60° =

Del angulo de 120° su suplementario es 60° = cos 120° = — cos 60°

e

1

T2

tan 120° = — tan 60° = —/3
)
sin 135° = sin45° =

V2

cos 135° = — cos45° = -

ktan 135° = —tan45° = —1

el

Del angulo de 135° su suplementario es 45° —>

N =

sin 150° = sin 30° =
Del angulo de 150° su suplementario es 30° = ¢ cos 150° = — cos 30° = —

tan 150° = — tan 30° = —

| GelS

7.5 Reduccion al primer cuadrante

7.5.1 Angulos del tercer cuadrante

Los triangulos formados son rectangulos e iguales, por tener los dngulos agudos iguales y la hipotenusa
comun R = 1. Por lo tanto los catetos son iguales, aplicando las definiciones del seno y coseno y las lineas
trigonométricas:

sinf = —sin« cos 3 = —cosa tan 0 = tan « (7.10)
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TRIGONOMETRIA 7.5 Reduccién al primer cuadrante

Figura 7.12: Razones trigonométricas de los dngulos del tercer cuadrante: a =06 — 7

Si el extremo del dngulo « tiene de coordenadas (z,y) entonces el de ( tiene de coordenadas (—z, —y).

Las razones trigonométricas de los angulos de extremos situados en
el tercer cuadrante, son las razones trigonométricas del (a — 180°)
con los signos del tercer cuadrante

7.5.2 Angulos del cuarto cuadrante. Angulos opuestos

R=1

Figura 7.13: Razones trigonométricas de los dngulos del cuarto cuadrante: o = 27 — G

Los triangulos formados son rectangulos e iguales, por tener los dngulos agudos iguales y la hipotenusa
comun R = 1. Por lo tanto los catetos son iguales, aplicando las definiciones del seno y coseno y las lineas
trigonométricas:

sinf = —sin« cos 3 = cos« tan 8 = —tan« (7.11)

Si el extremo del d4ngulo « tiene de coordenadas (z,y) entonces el de (3 tiene de coordenadas (z, —y).
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TRIGONOMETRIA 7.5 Reduccién al primer cuadrante

El dngulo (3 es el opuesto del angulo «, por lo tanto:

sin 3 = sin(—a) = —sin« cos f = cos(—a) = cos tan 8 = tan(—a) = —tana (7.12)

Las razones trigonométricas de los angulos de extremos situados en
el cuarto cuadrante, son las razones trigonométricas del (360° — «)
con los signos del cuarto cuadrante.

7.5.3 Angulos mayores que una circunferencia

Un dngulo mayor que una circunferencia su extremo estard situado en uno de los cuadrantes y por lo tanto
las razones trigonométricas del angulo vendran dadas por la ordenada y la abscisa del extremo del arco.
La forma préactica del célculo de las razones es:

e Reducir al dngulo () al correspondiente de la primera circunferencia, para ello basta dividir por
360° y el resto de la divisién es el dngulo («) que tiene el mismo extremo del arco.

e Aplicar los apartados anteriores para calcular sus razones trigonométricas.

Ejemplos

1. Calcular las razones trigonométricas de 210°.

El dngulo 8 = 210° pertenece al tercer cuadrante, aplicando (4.10), las razones del dngulo 3 son las
del angulo a = 8 — 180° = 30° con el signo del tercer cuadrante:

. o . 1 3 3
sin210° = —sin 30 = D) c0s210° = —cos 30 = —% tan 210° = tan 30° = %

2. Calcular las razones trigonométricas de 225°. El dngulo 3 = 225° pertenece al cuarto cuadrante,
aplicando (4.11), las razones del d4ngulo 3 son las del dngulo a@ = 360° — 3 = 45° con el signo del
cuarto cuadrante:

sin 225° = — sin 45 = —‘/75 08 225° = cos 45 — —‘/75 fan 225" = —tan45” = —1

3. Calcular las razones trigonométricas de —240°. Es un dngulo negativo, aplicando dngulos opuestos
,(4.12), las razones trigonométricas:

sin(—240°) = —sin240° , cos(—240°) = cos240°, tan(—240°) = — tan 240°

El dngulo 8 = 240° pertenece al tercer cuadrante, aplicando (4.10), las razones del dngulo (3 son las
del angulo a = 240° — 180° = 60° con el signo del tercer cuadrante:

3
sin(—240°) = —sin 240° = —(—sin60°) = %

1
cos(—240°) = cos 240° = — cos 60° = ~3

tan(—240°) = — tan 240° = —(+ tan60°) = -3

4. Calcular las razones trigonométricas de 5640°

BACHILLERATO -142- MATEMATICAS I



TRIGONOMETRIA 7.5 Reduccién al primer cuadrante

Las razones de 5640° son las mismas que las del d&ngulo 240°,
aplicando (4.10):

5640° | 360° V3

2040 | 15 vueltas sin 5640° = sin 240° = —sin 60° = -5
240° 1
cos 5640° = cos240° = — cos 60° = —3

tan 5640° = tan 240° = tan 60° = /3
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