cAPiTULO 9

Férmulas trigonométricas

9.1 Foérmulas de adicién y sustraccion

9.1.1 Coseno de la suma de dos angulos

Consideremos dos angulos a y 3, v los representamos en los ejes de coordenadas cartesianas con la
condicién que OQ = 1. Los tridngulos de vértices: OPQ, OQ'Q y PRQ son rectangulos por

construccién. Entonces:

Q_ R En OPQ : @ = cosf (1)
: 1 PQ =sinp
: En 0Q'Q :|cos(a+ ) = 0Q' = OP' — Q'P' = OP' — QR ()
;P En PRQ), el dngulo correspondiente al vértice P es a.
: iPor qué?
Sinazﬁj QR :sina-P_Q@sina-sinﬁ (2)
] PQ
f En OP'P:
b : —
a+h , : cosa:oiz:cosa-ﬁ(gcosa-cosﬂ (3)
«o : OP
O QP
Sustituyendo en (): (2) y (3):
cos(ae + B) = cosa - cos B — sin v - sin 3 (9.1)

El coseno de la suma de dos angulos es
igual a la DIFERENCIA entre el producto de sus cosenos y de sus senos.

Ejemplo:  Calcular el cos 75°

cos 75° = cos(30° + 45°) = cos 30° - cos 45° —sin30° - sin45° = — - — — 5 5 =
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9.1.2 Coseno de la diferencia de dos angulos
Para deducir el cos(a — 3) aplicamos las propiedades trigonométricas del coseno:

(9.1) 1)

cos(a — ) = cos(a + (—fB)) =’ cosa - cos(—f) —sina - sin(—/) D eosa- cos 3 sina - sin 3

(1) La funcién coseno es PAR: cos(—(3) = cos 3 y la funcién seno es IMPAR: sin(—3) = —sin 3

cos(a — f3) = cosa - cos B + sin « - sin 3 (9.2)

El coseno de la diferencia de dos angulos es igual a la SUMA entre el
producto de sus cosenos y de sus senos.

Ejemplo:  Calcular el cos 15°

cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 30° - cos 45° + sin 30° - sin45° =

9.1.3 Seno de la suma de dos angulos

Para deducir la férmula del seno de la suma de dos angulos aplicamos que, el seno de un dngulo es igual
al coseno de su complementario.

sin(a + 3) = cos (g — (044—6)) = cos [(g — a) —ﬁ} ©2) CoS (g —a) - cos 3 + sin (g —a) -sinf =
W sina - cos 3+ cosa - sin 3
(1) Por razones de dngulos complementarios.
sin(a + ) = sina - cos B + cosa - sin 3 (9.3)

El seno de la suma de dos angulos es igual a la SUMA del seno de uno
por el coseno del otro y el coseno del primero por el seno del segundo
9.1.4 Seno de la diferencia de dos angulos
Para deducir el sin(a — ) aplicamos las propiedades trigonométricas del coseno:

sin(a — B) = sin(a + (—0)) ) ina- cos(—f) + cos a - sin(—f3) D sina- cos 3 EI cosa - sin 3

(1) La funcién coseno es PAR: cos(—(3) = cos 3 y la funcién seno es IMPAR: sin(—3) = —sin 3

sin(a — #) =sina - cos § — cosa - sin 3 (9.4)

El seno de la diferencia de dos angulos es igual a la DIFERENCIA
del seno de uno por el coseno del otro y el coseno del primero por el
seno del segundo
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9.1.5 Tangente de la suma de dos angulos

La tangente de la suma de dos angulos se deduce de la relacién entre la tangente , el seno y el coseno.

sin(a + 3) (9.3) sina - cos 8 + cos a - sin 3
tan(a + §) = = - — =
cos(a+ ) (9.1) cosa - cos B — sina - sin 3
sina-cos cosa-sin(
(1) cosa-cos3 cosa-cosfB (2) tana+tanp
- cosa-cosff  sina-sinff  1—tano-tanf
cosa-cos3 cosa-cosf

(1) Sicosa # 0y cosf # 0, se divide numerador y denominador por cos « - cos 3

(2) Simplificando y relacion entre las razones trigonométricas.

tan(a + 3) =

tan o + tan 8
1 —tana - tan 8

9.1.6 Tangente de la diferencia de dos angulos

(9.5)

La tangente de la diferencia de dos angulos se deduce de la relacién entre la tangente , el seno y el coseno.

sin(a — ) (94) sina -

cosf@—cosa-sinf8

tan(a = 6) = cos(a — ) (9.2) cosa - cos B +sina-sin
sina-cosf3  cosa-sinf
(1) cosa - cos B  cosa-cosf3 (2) tana —tanp
~ cosa-cosf sina-sinff  1+4tana-tanf
cosa-cos(3 cosa-cospf

tan(a — )

_ tana —tanf
 l4tana-tan

(9.6)

Ejemplo:  Calcular tan 105°

(95 tand5® +tan60°  1+v3  (1+v3)" 142343

(2+/3)

tan 105° = tan(45° + 60°) =" —— e

60° 1-v3 1-3

-2

Resumen:
tan(a + 3) =

sin(a + B) =sina - cos B + cos « - sin 3

cos(a + B) = cosa - cos B F sin« - sin 3

tan o £+ tan 3
1 Ftana - tan G
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9.2 Formulas del angulo doble y del angulo mitad

9.2.1 Seno del angulo doble
Consideremos en la férmula (9.3) que los dngulos « y (3 sean iguales:

sin2a = sin(a + a) = sina - cosa + cosa - sina = 2sina - cosa

sin 2a = 2sina - cosa (9.7)

En general se puede leer asti:
El seno de un angulo es igual al doble del seno del angulo mitad POR
el coseno del angulo mitad

Ejemplos:
1. Calcular sin 60°

sin60° =sin2-30° =2 :sin30° - cos 30° = 2 -

|
|

N =

2. Desarrollar en producto de seno y coseno

(a) sinz =sin2- % = 2sin§cos%
3 3 3
(b) sin3z =sin2 - 733 = 2sin7xcos§

9.2.2 Coseno del angulo doble
Consideremos en la férmula (9.1) que los dngulos « y (3 sean iguales:

2 (1)

2a—sin?a = 2cos’a—1=1-2sina

cos2a = cos(a + a) = cosa - cosa —sina - sina = cos

(1) Relacién fundamental de la trigonometria: sin?a + cos?a =1 Va € R

2

cos 2a = cos* a — sin’ a (9.8)

En general:

El coseno de un angulo es igual a la DIFERENCIA de los cuadrados
del coseno y seno del angulo mitad.

9.2.3 Tangente del angulo doble
Consideremos la férmula (9.5):

t t 2t
tan2a = tan(a + a) = ana t tana and

1 —tana-tana - 1 —tan?a

2-tana
tan2a = ——— 9.9
e i a (9:9)
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9.2.4 Seno y coseno del angulo mitad

Aplicando la férmula 9.8:

a a a 1—cosa a /1 —cosa
cosa:1—2sin2§:>2sin2§:1—cosa:>sin2§:T:>sin§::|: —

a a a 1+ cosa a /14 cosa
cosa:2cos2§—1:>2cos2§:1—|—cosa:>cos2§:+T:>cos§::|: +T

a a 1+ cosa
in— = 9.10 — =44/ ——| (9.11
sin (9.10) cos > (9.11)
En general:

El seno cuadrado de un angulo es igual a la unidad MENOS el coseno
del angulo doble dividido entre dos

El coseno cuadrado de un angulo es igual a la unidad MAS el coseno
del angulo doble dividido entre dos

9.2.5 Tangente del angulo mitad

Aplicando las féormulas: 9.10 y 9.11:

1_
fan @ = 44/ ¢ (9.12)
2 1+ cosa

Ejemplos:
(1) Sielsina = —g ym<a<3, hallar:

(a) sin2a y cos2a. jEn qué cuadrante se encuentra el extremo de 2a?

Por la relacién fundamental de la trigonometria: sin®a + cos?a = 1.
9 16 16 4 4
cosgazl—singa:1—2—5:2—5:>cosa::|: %:iggcosa:—g

. 9.7) . 3 4 24
2 ‘=’ 2. . =92.(=2).(=Z) =22
sin 2a sina - cosa ( 5) < 5) 5%

0y OF) 2 o 4\? 3\ 16 9 7
cos2a = cos"a—sin“a=|—-=) —(—=| == ——==—
5 5 25 25 25

Al ser sin2a > 0 y cos2a > 0 implica que 2a pertenece al primer cuadrante.

(1) El angulo a pertenece al tercer cuadrante, por lo tanto el cosa es NEGATIVO.
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(b) Hallar cos %.
Aplicando la férmula del dngulo mitad (9.11):

1+cosa
cos—: £\ —— ’\

El enunciado del ejercicio nos dice: m < a < 32” , dividiendo por 2:
5 <35 < 3r - = 5 € segundo cuadrante. El coseno es NEGATIVO:

1 \/_
0 10

(2) Calcular tan 15°.

30° (1) /1 —cos30° 30°
tan 15° = tan
an 2 912. 1+cos30°

(1) El angulo 15° pertenece al primer cuadrante, por lo tanto, tan 15° positiva.
(2) Racionalizando la fraccién.

9.3 Foérmulas para transformar sumas(diferencias) en productos

9.3.1 Suma(diferencia) de senos

Consideremos las igualdades (9.3) y (9.4). Sumando y restando:
sin(a + b) = sina - cosb + cosa - sinb

sin(a — b) = sina - cosb — cosa - sinb
sin(a + b) + sin(a — b) = 2sina - cosb (9.13)

sin(a + b) —sin(a — b) = 2cosa - sinb

Definimos las nuevas variables:

{ 4—b—B resolviendo el sistema . AZB

2

Sustituyendo en (9.13):
A+ B A—-B
sin A +sin B = 2 -sin il - COS
2 2
(9.14)

A+ B A-B

sin A —sinB = 2-cos —; - sin 5
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9.3.2 Suma(diferencia) de cosenos

Consideremos las igualdades (9.1) y (9.2). Sumando y restando:

cos(a+b) =cosa-cosb—sina-sinb
cos(a —b) = cosa - cosb+sina - sinb
cos(a +b) + cos(a —b) =2cosa - cosb (9.15)

cos(a +b) — cos(a — b) = E|2 sina - sinb

Definimos las nuevas variables:

" A+ B
{ 4—b—B resolviendo el sistema - AZB
2

Sustituyendo en (9.15):

A+ B A—B
cosA+cosB:2-cos+-cosT

(9.16)

A+ B A—-B
cosA —cosB = —2-sin%-sinT

Ejemplos:

(a) Calcular: sin75° + sin 15°. Aplicando (9.14):

sin 75° +sin 15° = 2 - sin

COs =

75° 4 15° 75° — 15° 5 \/_5
2 2 2

| S
|G

(b) Ezxpresar como producto: cos4t — cos2t. Aplicando (9.16):

4442t | 4t -2t
- sin 5

cos4t — cos2t = —2 -sin = —2sin3t-sint

sinz 4 siny 4 Tty

(¢c) Demostrar: an
cosT + cosy

Aplicando (9.14) y (9.16):

94 T4y r—vy
sinz 4 siny sin 2 cos 2 ¢ T+y
= = tan
cos T + cosy 2cosx+ycosx_y 2
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9.4 Ecuaciones trigonométricas

Definicién 9.1 (Ecuacién trigonométrica). Una ecuacion es trigonométrica si la incégnita se
encuentra en el argumento de las funciones trigonométricas.

Definicién 9.2 (Solucién de la ecuacién). Un valor real a es solucion de la ecuacion si al sustituir la
incognita por a, la ecuacion se convierte en una identidad.

Numero de soluciones

Las funciones trigonométricas son periédicas, por lo tanto el namero de
soluciones de una ecuacion trigonométrica es infinito o no tiene. Si el
dominio de solucién esta acotado, el nimero de soluciones es finito.

Ecuaciones trigonométricas elementales
Ecuaciones de la forma: sinx =a y cosx =a

e Si|a| > 1 entonces la ecuacién NO TIENE SOLUCION. ;Por qué?

e Si |a] < 1. Para despejar la incégnita se emplea las funciones inversas arcoseno y arcocoseno y
la periodicida de las funciones T' = 27 y los signos de las funciones segin los cuadrantes:

Primer cuadrante  x = arcsina + 2k
0<a<l = .
Segundo cuadrante = = (7 — arcsina) + 2k

sinz = a — Vk € Z
Tercer cuadrante « = (7 + arcsin |a|) + 2k7
-1<a<0= ]
Cuarto cuadrante x = (27 — arcsin |a|) + 2k
Primer cuadrante 1z = arccosa + 2km
0<a<l=
Cuarto cuadrante = = (27 — arccosa) + 2k
cosST = a — ez

Segundo cuadrante x = (7 — arccos |a|) + 2k7
-1<a<0=
Tercer cuadrante  x = (7 + arccos |a|) + 2k

Ecuaciones de la forma: tanxz = a Estas ecuaciones tienen soluciéon para cualquier valor de a. ;Por
qué? El periodo principal de la funcién tangente es T' =7

a > 0 = Primer cuadrante T = arctana + km
tanx = a — Vk € Z

a < 0 = Segundo cuadrante z = (7 — arctan |a|) + k7

Ejemplos: Resolver las ecuaciones trigonométricas

3
(a) sinx = £
2
V3 V3 Primer cuadrante T = il + 2k7
sint = — — z = arcsin | — 3 T T Vk € Z
2 Segundo cuadrante x =m — 3 + 2k = 5 + 2km
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V2

b = ——
(b) cosx 5
\/E Sol. ler cuadrante \/i ™
CoST = —— == T = arccos | — | = —
2 2 4
T 3T
Segundo cuadrante = =7 — 1 + 2km = T + 2km
Vk € Z
T T
Tercer cuadrante r=m+ 1 + 2km = T + 2km
3
(c) tanz = —£
3
\/§ Sol. ler cuadrante \/§ ™
tanx = ——— — r=arctan | — | = =
3 3 6
T 51
Segundo cuadrante x = 7w — 5 + kr = 3 + kn Vk € Z
2
d = =
(d) secz E
1 2 5
secxr = — =—-—=cosr=—=->1
CcCoS T 5 2
No tiene solucion
(e) cscx = —2
. 1 Sol. ler cuadrante . 1 ™
CSCL = —2 —> — = -2 —sinr = —— = r=arcsin| =) =—
sinx 2 2 6

7
Tercer cuadrante r=m+ il + 2km = z + 2km

6 Vk €Z

11
Cuarto cuadrante x = 2w — % + 2km = % + 2k7

Ecuaciones trigonométricas en general Resolver ecuaciones trigonométricas consiste en aplicar
todos los conocimientos de la trigonometria para llegar a ecuaciones trigonométricas elementales.

Sugerencias

e Emplear las identidades y féormulas trigonométricas estudiadas.
e Factorizar la ecuacién.

e Cambios de variable del tipo sinx = t, cosz = ¢, etc. Para transformar la ecuacién en una
algebraica. Resolverla y deshacer el cambio para hallar, si existen, las soluciones de la ecuacion
trigonométrica.
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Ejemplos: Resolver las ecuaciones en el conjunto de los reales.

(a)

sin 2z = sinz. Por la identidad del dngulo doble (9.7):

sin2z = sinz = 2sinx cosx = sinx = 2sinzcosz —sinz = 0 = sinz (2cosz — 1) =0

Si el producto de dos niimeros reales es cero, al menos, uno de los factores es cero

=0+2k

sinz =0=— x = arcsin) — z = v +anm <~ z=knVkecZ
r=m+ 2km

1 1 Primer cuadrante: x:g+2k7r

cos:vz—z>x=arccos§:>x: Vk € Z

5 4
Cuarto cuadrante: x = 2w — ?ﬂ + 2k = ?77 + 2km

1 + sin2 2z = cos 2z. Transformamos la ecuacién en funcién del coseno con la relacién fundamental de
la trigonometria: sin? a 4 cos? a = 1, Vo

1+ sin’2z = cos 2z => 1+ 1 — cos® 2z = cos 20 = cos® 2z + cos 2z — 2 =0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado:

5 —1+v148 —-1+£3 cos2x =1 = 2x = arccosl] = 2x =0+ 2kn = x =kn,Vk € Z
cos 2z = = =

2 2 cos 2z = —2 No hay solucién cos2z ¢ [—1,1]
Resolver en el intervalo [0,27) la ecuacién: sin 3z + sin 5z = —+/3 - sin 4z

Mediante la identidad (9.14) que permite transformar sumas en productos. Resolviendo en todo los
reales.

3 5 3r—5
T x-cos a: T _ 3-sin4ajg>2sin4aj-cosaj:— 3-sin4$ﬁ>sin4aj-(2008x+\/§):0

2si
S 5 5

sin4x:0:>4x:k7r:>x:%r, Vk € Z

x:w—%+%m:§3+%w

—
=

COsST = —7 — T = arccos

wl

V3| _
RLE

xzw+%+%m:7§+%ﬂ

Las soluciones en la primera circunferencia: = € [0, 27):

k=0=—x=0 k:1:>a::§
o k:2::x:g k:3:$x:£3
r=—= 5T
4 k=4=—zx=m k:5:$x:;—
3
2 4
—% Y 7%

(1) El coseno es una funcién par: cos(—z) = cosz
(2) Sacando factor comun sin4z.
(3) Soluciones en los cuadrantes segundo y tercero por ser el coseno negativo.

Un generador de corriente alterna produce corriente que viene expresada por: I = 30 - sin 1207t
donde t tiempo en sequndos e, I en amperios. Hallar el MENOR valor positivo de t, con cuatro
decimales, tal que I = 25 amperios
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La solucién es resolver la ecuacion trigonométrica 30 - sin 1207t = 25, despejando:

sin 1207t = g — 1207t = arcsing ==t = 20~ arcsin 5
Trabajando en RADIANES con la calculadora:
1
t= 207 0.98511 = 0.0026 segundos
Gréaficamente:
3 I:IILI
20 I =30 sin 120A¢
{A = 30
Do 1
10 T= 1otz " @0
]
000z 0005 1 0.o0vs
0.0026 ¥ oy £ g g
-0
-0
-3a

Figura 9.1: I(t) =30 -sin120nt e [ = 25
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