capiTuLo 11

La derivada

Los matematicos griegos trazaban la linea tangente a una circunferencia en un punto de ella aplicando la
propiedad geométrica de, perpendicularidad con la recta determinada por el centro y el punto de
tangencia.

Al resto de curvas no podian trazar tangentes con regla y compés.

El problema fisico de hallar la velocidad instantdnea en un punto, aparentemente sin relacién con trazar
rectas tangentes, estudiado por Kepler, Galileo y Newton, necesita de la interpretacién matematica del
limite.

La geometria griega permite trazar la ecuacién de una recta si son conocidos dos puntos de ella.

René Descartes unié la geometria euclidiana y las coordenadas cartesianas y permite hallar la ecuacién de
la recta, es decir, la condiciéon que debe cumplir punto del plano, sus coordenadas, para que pertenezca a
la recta.

Conceptos preliminares

e La pendiente de una recta, se denota con la letra m, es la tangente trigonométrica del angulo, «,
que forma la recta con el semieje positivo de abscisas.

positiva si 0 < a < 90°
La pendiente es < nula si o =0

negativa si 90° < a < 180°
e Las rectas verticales x = a no tienen pendiente: tan 90° no estd definida.

e Por un punto pasan infinitas rectas: haz de rectas de vértice el punto. Si el punto tiene de
coordenada P(zg,yo) la ecuacién de todas las rectas en forma punto-pendiente es:

{y—yozm'(m—l‘o)

Tr = X

187



La derivada 11.1 Interpretacién geométrica de la derivada

11.1 Interpretacién geométrica de la derivada

Figura 11.1: Interpretacién geométrica de la derivada

La curva viene dada por la funcién y = f(z) y un punto arbitrario de ella P(a, f(a)). Si elegimos otro

punto Q(z, f(x)) se puede trazar la recta secante. Dicha recta tiene una pendiente Mmsecante-

f(z) — f(a)

r—a

Mgecante = tana =

El cociente anterior recibe el nombre de tasa de variacién media y fisicamente, velocidad media.
., Qué sucede si x tiende a a? Es decir, hallamos un limite cuando la variable independiente tiende al valor
a. El punto Q recorre la grafica acercandose al punto P hasta confundirse los dos puntos Py Q.

lim aa=p
Tr—ra

La funcién trigonométrica tangente es continua en su dominio, por lo tanto:

lim tano = tan( lim o) = tan 8 = Mmangente
Tr—ra Tr—ra

. xIr) — a
MTangente = xlina f( J)? — g( )

La ecuacién de la recta tangente en el punto P(a, f(a)) es: |y — f(a) = mp - (z — a) | siendo mp el limite
anterior, si existe.

De la misma manera el limite anterior, fisicamente, representa la velocidad instantanea en un punto. El
concepto matemaético asociado a dicho limite es el de derivada de una funcién en un punto.
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La derivada 11.1 Interpretacién geométrica de la derivada

Definicién 11.1 (Derivada de una funcién en un punto). Sea f una funcién real de variable real

de dominio Dy, y a € Dy, no aislado, se llama derivada de la funcién en el punto a, al hi>n M,
T—a T —a

st existe.

df :
2 #a). DS

a

La derivada de una funcién en un punto tiene diversas notaciones: f’(a),

e La notacion del punto es debida a Isaac Newton.
e La notacién Df(a) se lee diferencial de la funcién en el punto a.

e La notacién f’(a) es la empleada habitualmente.

d
e La notacién —f fue empleada por Leibniz.

dx

a
Interpretacion geométrica

La derivada de una funcion en un punto es la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcién en dicho punto.

y— fla) = fi(a) - (x—a)

; 1
Ejemploz Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de la funcion f(x) = 5333 —z+1enel

punto de abscisa 2

8 )
El punto de tangencia P(2, f(2)), sustituyendo en la funcién: f(2) = 3 2+1= 3 Por la interpretacién

5
geométrica de la derivada: mp = f/(2) y la ecuacién de la recta tangente es: y — 3= f(2)(x —2).

T

Fla) :lwg—z-&-l

— (2 1.3 _ 1—-23 3
mr = lim M = lim 37 T+ 3 _ P2, F(2))
T—2 x— 2 z—2 T — 2
1.3 2 1,2, 2 1
30 —T— 35 r—2) (52" + 32+ 3
T—>2 r—2 T—2 xr— 2 / ; 0

_ lim L(p2 _
_a}ﬂlﬁ(x +23:+1)— .

., ) -5 =8z -2
La ecuacién de la recta tangente es:  y — 3= 3(z—2) , s

: 0 -1 —é

(1) La indeterminacién es 0 Descomponemos el numerador por Ruffini. 2 % % 3
T 2 1

3 5 3| 0
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La derivada 11.1 Interpretacién geométrica de la derivada

A la vista de la grifica de la funcién, f(z), estudiar el signo de la derivada
e Si la pendiente mp > 0 entonces f’(a) > 0, por lo tanto a € (—oo, —1) U (1, +00).
e Si la pendiente my < 0 entonces f’(a) < 0, por lo tanto a € (—1,1).

e Si la pendiente mp = 0 entonces f'(a) =0, por lo tanto a = —1 6 a = 1.

11.1.1 Derivadas laterales
La derivada es un limite y un limite existe, si existen los limites laterales y son iguales.

Por la izquierda s <a=—=a—-—x>0=h=a—-—xyh—0

Sea h > 0 entonces
Por la derechax >a=—=2x—-—a>0=h=2x—ayh—0

Definicién 11.2 (Derivadas laterales).

f@)=f@ _ . fla=h) ()

fl)=tim e =i A1)
O g o (G B (CREVE (O 112)

Teorema 11.1. La derivada de una funcién en un punto existe si y solo si existen las derivadas laterales
y son iguales.

La demostracién por la teoria de los limites es trivial.
Teorema 11.2 (Derivabilidad y continuidad). Toda funcién derivable en un punto a es continua en

dicho punto.

Demostracion

Por ser derivable f'(a) = lim M

Tr—ra Tr — Qa

y es un numero real.

La funcién es continua, por definicién, en a si lim f(z) = f(a) o lim (f(as) - f(a)) = 0. Efectivamente:
Tr—ra Tr—ra

: O . flx)— fla @ . fl@)—fla) . (3) @

i () = ) @ i BT )@ i FEE i oo 00 2

(1) Al ser x # a se multiplica numerador y denominador por la diferencia x — a.

(2) Por el algebra de limites: el limite de un producto de funciones que tienen limite es igual al producto
de los limites.

(3) Existe la derivada y es finita por lo tanto al multiplicar por cero es igual a cero.

El reciproco del teorema es FALSO: no toda funcién continua en un punto es derivable en dicho punto.
En efecto:
—x six<O0

Sea f(z) =|x|=<0 siz=0.Enz=0 lafuncién es continua: limO f(x) =0= f(0).
Tr—>
x siz>0
Derivadas laterales en a = 0:

oy flx) = f(0) . f(0—h) = f(0) th_
f(o)—mli%f z—0 _hh_n>lo —h  h—0—h !
iy - e 4@ = fO) L f(0+h)— f(0) tho_
J‘(OJ“)—QELH})+ P h TS0 th
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La derivada 11.1 Interpretacién geométrica de la derivada

Existen las derivadas laterales pero son distintas, NO ES DERIVABLE LA FUNCION VALOR
ABSOLUTO EN 0.
Si A = B entonces Negar la proposicié A = Negar la proposicié B.

Si una funcién NO es continua en a entonces NO es derivable en a

La condicién necesaria, no suficiente, para que una funcién sea derivable en un punto es que sea continua
en dicho punto.

Ejemplos:

5 z? stz <1 o ‘
1. Sea la funcion f(z) = ] , hallar, si existe, la derivada en el punto 1
4-3z six>1

En primer lugar se debe estudiar la continuidad en 1:

f) =1
lim f(z) = lim 2% =1
r—>1— z—>1
zlﬂf}+ f(z) = zl£114 —3z=1

3 lim f(z) =1= f(1) = la funcién es continua en 1
z—1

Derivadas laterales en 1:

- lim rlap/1 _f};ﬁ W1 _ i ﬁ(_E; o,
py= i LA~ oy JEB IO~ iy 22000
_hlglo4—3—h3h—1 :h1_>0_T3h——3

Las derivadas laterales existen pero son distintas: NO ES DERIVABLE EN 1.

2 —3 siz<0

5 ) , hallar, si existe, la derivada en x = 0.
z¢4+3 stx>0

2. Sea la funcién f(z) = {

En primer lugar se debe estudiar la continuidad en 0:

f(0)=-3
. T 2 _a_ _ . T 2 _
Q:E)I(l)i f(z) = wlglox 3 3y wli% f(z) mlglox +3=3

i limo f(z) = la funcién NO es continua en 0 = NO ES DERIVABLE EN 0
r—>
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La derivada 11.2 Derivadas de las funciones elementales

Ejercicio: La grafica de un funcién f(z) es:

1
I L |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 [ [ [ 1 [ [ [ 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
r-r--r———-r7-~--~-~~"r-~"°"T--~" T~~~ °"T--~"°"T-""T-"7"71"~""7T-" """ T°-" """ T°" """ 7T~ " "1~ " "1~ —"~"71°-"°-°7°17
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
LT JF i qutiyr Sy SRyt { T R
1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 T ™ o e S T e Y N |
1 1 1 1 1
1 1 1 1

: : : : : : : : : : : : : : :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
r---r—-—--r-—-~"rvr~-~~"r~-~"°“"Tr°-~""°"T°-°-"°T-°-"°"T-"""7{~"""7T°" """ T°"T""TT"T""TT"""TT""T"TTTTT°71
Contestar, razonadamente, las siguientes preguntas:
(a) ;Es continua la funcién? (d) Hallar, geométricamente, f/(z) si 0 <z < 1

(b) Hallar, geométricamente, f'(z) si z < —2

(c) Hallar, geométricamente, f'(x) si —2 < x <0 (e) Hallar, geométricamente, f'(z) si x > 1

(f) ;En qué puntos la funcién no es derivable? ;Por qué?

(g) Con los resultados anteriores dibujar la grafica de la funcién f/(x)

Definicién 11.3 (Funcién derivada).

Sea f:D——R se llama funcion derivada de f y se denota por f' a la aplicacién que a cada
valor del dominio D le asocia, si existe, el valor de su derivada.

f': D1 C D— R
T — f’(a:) :hlglo f(x"i_h}z_f(x)

Observaciones

El dominio de la funcién derivada, f’, es como méximo, el mismo que la funcién f.

No se puede derivar en un punto QUE NO PERTENEZCA al dominio de la funcién.

Ejemplo:  Sea f(z) = Inz el dominio es (0, +0c). Su funcién derivada, como méximo, tendrd de
dominio (0, +00)

11.2 Derivadas de las funciones elementales

Teorema 11.3 (Funcién constante).

La funcién constante f: R———R es derivable Vr € R y su derivada es cero.
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La derivada 11.2 Derivadas de las funciones elementales

Demostracion.
. th) - f@) . k—k . 0
(@) o h 0 h o0 hinoo 0
O
Teorema 11.4 (Funcidén identidad).
La funcién f: R——R es derivable Vx € R y su derivada es la unidad.
x — flx)==
Demostracion.
oy oo St h)— flx) rth—z _ _
fla) = hlglo h N hlglo h N hlino h hlino L=1
O
Teorema 11.5 (Funcién cuadrética).
La funcion f:R——R es derivable Vx € R y su derivada es el doble de la variable
r — f(z) =22
independiente.
Demostracion.
_ 2_ .2 2 2_ .2
F(z) = lim f(x+h) f(:z:): lim (x+h)*—x — i & +2zh+ " — 27 lim h(2z + h) _op
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
O

Teorema 11.6 (Funcién potencial).

La funcién f: R——R , siendon € N es derivable Vx € R y su derivada es el exponente
x +— f(x)=2z"

por la base elevada a una unidad inferior.

Demostracion.
oy o fleth)—fl@) . (@+h)" 2" (v
fi(z) = hlino 5 = hlglo — =
— fim o)™+ (Da"th+ (5)a"2h2 + (5)a 3hP + - 4 ([ )k + (0)h™ — 2™ _
h—0 h
" +n- 2" Ih + (g)x"72h2 + (g)x"*?’h?’ e (nﬁl)xhnfl 4Rt — g
= lim =
h—0 h
h [n x4 (g)w"’2h + (g)xnf?’h? 4+ + (nnl)xhnfl + hnfl]
= lim =n- xnfl
h—0 h

(*)Binomio de Newton

CASO GENERAL DE LA DERIVADA DE UNA POTENCIA

La regla de derivacién de potencias de exponente natural es también valida para cualquier tipo de
exponente: entero, racional y real.

Derivada de un radical

Los radicales son potencias de exponente racional:

1 1 1_
f(@) = Y& =27 = f/(¢) = ="'y Dy C Dy
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La derivada 11.3 La derivada es un operador lineal

Caso particular. Derivada de los radicales cuadraticos (raices cuadradas)

La derivada de la funcién f(z) = y/z es igual a la unidad dividida por el doble de la rafz cuadrada.

1
1

N[

2V

1
_233

N =

f(z) = VT = f(z) =27 = f'(z) =

x

El dominio de la funcién derivada es Dy = (0,400) ;Por qué?

11.3 La derivada es un operador lineal

Sean dos funciones reales, f y g, derivables en un punto a. Por la definicién de derivadas:

3 i) = i T I3 )~y 90T gl

(11.3)

Teorema 11.7 (DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES).

La funcion suma: f+g: DyNDg——R es derivable en a y su derivada es igual a la
z — (f+g)(z)
suma de las derivadas

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a) (11.4)
Demostracion.

(f+g)a+h)—(f+g)(a) fla+h)+gla+h)—(f(a) +g(a))

(F+9)(@= Jim, ) ~ lim ! _
. flath)+glat+h)—fla)=gla) . [flat+h)—F(a) . [glath)—ga)] (1L3)
= o, h = phm, [ h } + [ h } -

=|f'(a) +4'(a)

Ejemplos:

(1) Calcular la derivada de la funcién f(z) = 23 + 22 + 2. La funcién es una suma de tres funciones, su
derivada sera la suma de las derivadas. Los dos primeros sumandos son funciones potenciales y el
tercero una funcién constante.

fl(z)=(2%) +(2®) +2 =32° + 22 + 0= 32" + 22

(2) Hallar la ecuacién de la tangente geométrica en el punto P(—1,2).

Por la interpretacién geométrica de la derivada: mp = f/(=1) =3 - (~1)2 +2- (—1) = 1. La ecuacién
de la tangente: y — f(-1)=mp-(x — (-1) = y—-2=1-(z+1) = z—y+3=0

(3) Hallar la derivada de la funcién: f(z) = 2® + /z + ¢/z. La funcién es suma de funciones potenciales:

flx) =2+ Vz + 23 = f'(z) =5z +m+§x 35 =bx +m+\7ﬁ
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La derivada 11.3 La derivada es un operador lineal

Teorema 11.8 (DERIVADA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES).
La funcion producto:  f-g: Dy N Dy———R es derivable en a y su derivada es derivada de la

o— (f 9

primera funciéon POR la sequnda sin derivar MAS la primera sin derivar POR la derivada de la sequnda:

(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a) (11.5)

Demostracion.

(- 9ath) = (f g)@) . flath) glath)—(f(@)g(a)

h—s0 h h—s0 h
i f@h) glath) ~f(a) - g(a+h) + f(a) -gla+h) ~ f(a) -g(a) _
h—0 h
o Flath) = f@]glath) o f(a)-[glath) —gla)] (1)
- h h—0 h -

CASO PARTICULAR

Corolario 11.1. La derivada de una constante por una funcion es igual a la constante por la derivada
de la funcion

Demostracion.

(k- f)(z) = k- f(x)entonces su derivada aplicando (11.5) es igual a

(kf)(a) = K- f(a) + k- f'(a) £

k- f'(a)

(1) La derivada de una funcién constante es cero.

Ejemplos:  Hallar la derivadas de las funciones
1 1
(1) f(=) :3:v4—|—§:v2—|—:v—1 entonces f'(z) :3-4:B3—|—§-293+1—0: 1203 + 2+ 1

(2) f(z) = 2?-/z La funcién es el producto de dos funciones y su derivada por 11.5 es:

/ 2 5
f’(x)z(a:Q) \/§+x2<\/§> =2z -\ + 2% \/_—233\/_—1-23\3/5 51*%
Si en la funcién efectuamos primero el producto: f(z) = 22z = 22 - 23 = g2+ = 23 por lo tanto
f(e) = 28t = 20
2 2

Teorema 11.9 (DERIVADA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES).

1
e En primer lugar demostramos la derivada de la funcidn — en el punto x = a, por lo tanto g(a) # 0
g
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La derivada 11.3 La derivada es un operador lineal

Demostracion.
1 1 1
() 0= im (5)ern-(5)@ et g
g h—0 h h—0 h
_ o 9@ —glat+h) 1 . glath)—gla)  g'(a)
= h-ga)-gla+h)  [g(a)]? ay h  [ga)]?
d
e La funcion cociente: g : DyN Dy \ {z € Rlg(z) =0}——R es derivable en a y su

derivada es igual a la derivada del numerador por el denominador sin derivar MENOS el numerador
por la derivada del denominador dividido entre el cuadrado del denominador.

Demostracion.
I\ oo (.1 ' o) (L9 oy 1 o). 9@ _ fa)-gla) — fa) g'(a)
(5)@=(r3) @™ r0- 5+ - o POk (116)

CASOS PARTICULARES

Corolario 11.2. La derivada del cociente de una funcion entre una constante es igual a la derivada de
la funcion entre la constante.

Demostracion.
1 1 !
g(x) = % =z f(z) aplicando (11.5), caso particular | ¢'(z) = e f'(z) = f ](f)

|

Corolario 11.3. La derivada del cociente entre una constante y una funcion es igual a MENOS la

constante POR la derivada de la funcion entre el cuadrado de la funcion.

Demostracion.

k . K- f)—k-f(=) @ —k-f(x)
g(x) = aplicando (11.6) ¢'(z) = =
f(z) [f (z)]? [f(z)]?

|

(1) La derivada de una funcién constante es cero.

Teorema 11.10 (Regla de la cadena).
Sea f una funcion derivable en a y g una funcién derivable en f(a) entonces la funcidn composicion de f
con g, h=go f, es derivable en a y su derivada es igual, a la derivada de la funcion g en f(a) POR la

derivada de f en a.

W(a) = (ge f)(a) = g'(f(a)) - f'(a) (11.7)
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La derivada 11.3 La derivada es un operador lineal

La demostracién no es ficil y en cursos posteriores se demostrara.
Practicamente cualquier funciéon que el alumno tenga que derivar serda composicién de funciones. La
REGLA DE LA CADENA es el teorema mas importante para derivar correctamente.

Ejemplos:

1. Hallar la derivada de la funcion h(z) = (2% — 3)2003
f(z) =22 -3 funcién polinémica

entonces:
g( x) — 2003

La funcién es la composicién de las funciones: L ]
funcién potencial

h(z) = (g0 f)(z) = g(f(z)) = g(a® - 3) = (2* - 3™

Las dos funciones, f y g, son derivables facilmente: { . Aplicando la regla de la

cadena 11.7:

W) = o (@) /@) = /(2> = 3) - (x) = 2003(a — 3% . 22

2. Hallar la derivada de la funcién h(z) = 2z + 5

., . ) f(x) =2z +5 funcién polindémica
La funcién es la composicién de las funciones: o . entonces:
g(x) =z funcién raiz cuadrada
hz) = (9o f)(z) = 9(f(z)) = 92z +5) = V2r +5
flz) =2
Las dos funciones, f y g, son derivables facilmente en sus dominios: (@) 1 . Aplicando la
g (x

NG

regla de la cadena 11.7:

1 1

W@)=g(f(@) F@) =g Qo +5) - o) = gmmp B = 7

Teorema 11.11 (Derivada de la funcién inversa (reciproca)). Sea f una funcion que posee
inversa, f~1. La funcién f es derivable en el punto (a,b), b=f(a,) con f'(a) # 0 entonces existe la

f'(@)

derivada de la funcién f~1 en b y es igual a

Demostracion. Por definiciéon de funcién reciproca: ( flo f) (z) = x. Derivando y aplicando la regla de
!/
la cadena: <f*1(f(a:))) - f'(z) = 1. Sustituyendo z por ay f(z) = f(a) =0b

() s -1= (rm) Y

(1) Por hipétesis del teorema f’(a) # 0
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La derivada 11.4 Derivadas de las funciones logaritmicas y exponenciales

. !
Ejemplo:  Sea la funcion f(x) = 323 + 2z — 2, hallar la derivada de la funcién inversa <f*1(3))
La antiimagen de 3 es la solucién de la ecuacién 32° + 2z — 2 = 3 = 32> + 2z — 5 = 0 POr Ruffini:

3.0 2| -5
1 3 3| 5
3 3 5] 0

La ecuacién 322 + 3z + 5 = 0 no tiene raices reales. ;Por qué? La funcién f es derivable en R y por lo
tanto en el punto P(1,3), La gréfica de la funcién inversa, f~!, pasa por el punto Q(3,1). Por el teorema
de la funcién inversa (teorema 11.11):

1) flz)=922+2= f/(1)=9+2=11

11.4 Derivadas de las funciones logaritmicas y exponenciales

Teorema 11.12 (Derivada de la funcién logaritmo neperiano).

1
La funcién:  f: (0,400)——R es derivable Vz € (0,+00) y su derivada es f'(z) = =
x +— f(x)=Inz z
Demostracion.
In <x + h)
) = 1 f(w—Hz)—f()_1 ln(x+h)—1nx(2 x tim Lom (14 R )
h—0 h h—0 h h—s0 h h—s0 T

h—0

1
D
= lim ln(l—l—ﬁ) (:3)1n lim
€T h

1) Propiedad de la funcién logaritmo: Ina — Inb =1n a4

b

2) Indeterminacién: 0 - 0o

@
(2)
(3) Indeterminacién: 1°°
(4)

4) La definicién del nimero e
O
Teorema 11.13 (Derivada de la funcién logaritmo).
La funcién:  f: (0,400)——R es derivable Vx € (0,+00) y su derivada es
x — f(z)=log,x
1 1
/ T e— i —
fi(z) = Ina =z
Demostracion.
1) Inz Lo @2 1 1
= 1 = _— = — . —
f(x) =log, oo entonces f'(x) -
1
(1) Cambio de base: log, z = %8a T
log, b
(2) Derivada de un cociente de funciones siendo el denominador constante.
O
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La derivada 11.4 Derivadas de las funciones logaritmicas y exponenciales

Teorema 11.14 (Derivada de la funcién exponencial de base e).

La funcion: f:R——R es derivable Vr € R y su derivada es f'(x) = e
x — f(x)=¢€"

T

Demostracion. Las funciones exponencial y logaritmica son inversas. Por el teorema de la funcién inversa:

f(z) =¢€" ' 1 1 x
PN ,,, 1 entonces <f(:v)) = —— =T ¢
o) = J @) =z g(@) =~ () <
O
Teorema 11.15 (Derivada de la funcién exponencial).
La funcién: f: R——R es deriwable Vr € R y su derivada es f'(x) = a® -Ina
z — f(x)=a"
Demostracidn. Su funcién inversa es g(z) =log, z y ¢'(x) = a3 Entonces:
1 1
f(z) = = =a”-Ilna
NV
e
na a
O

Ejemplos:
1. Hallar la derivada de la funcion: f(z) = In(72® — 5z + 2)

Es la composicién de dos funciones: la polinémica con la logaritmica. Regla de la cadena:

2122 -5

(2127 = 5) = o
(1" =5) = o552

2. Hallar la derivada de la funcién: f(zx) = =1

Composicion de la funcién racional y la funcién exponencial. Regla de la cadena:

1oy :ﬁ‘l-(x—l)—l-(x—i—?))_ zt3  —4
fla)=e @_1)72 S T2

3. Hallar la derivada de la funcion: f(x) = 3ver-1
Si se lee la funcidn es:
funcion exponencial de base tres la funcién raiz cuadrada la funcién polinémica
La funcién f(z) es la composicién de TRES FUNCIONES elementales. Por la regla de la cadena:

filz)=22 -1 = fl(z) =22
f(x) = (fso fao f1)(x) siendo { fo(z) =z — fi(z) = ﬁ
f3(z) = 3° = fi(z) =3%-1n3
T VP 3.
7@ L 5((ho @) - BlAE)- @) L3 T mg. —a = E_5T
e —1 2 -1

(1) Regla de la cadena para la composicién de tres funciones.

@ (fao fi)(z) = fo(fi(z) = Va? -1y fi(z) =2* -1
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La derivada 11.5 Derivadas de las funciones trigonométricas

11.5 Derivadas de las funciones trigonométricas

Teorema 11.16 (Derivada de la funcién seno).

La funcién: f: R——R es deriwvable Vx € R y su derivada es f'(x) = cosz
x +—— f(x)=sinzx

Demostracion.

F(z) = lim fx+h)— f(x) — lim sin(z + h) — sinz ®)

h—0 h h—0 h

r+h+o . (x+h—=x
2cos | ———— | -sin | —
2 2 .
= lim

h—s0 h h—s0 h
. h
h sin —
:hlimocos <x+§> -hlim0 h2 (:2)cosa:-1 =coszx
— —

2 cos x—i—h sinh
2 2

2
(1) Transformacién de sumas en productos.
sinx

(2) Limite fundamental de la trigonometria: lim =1

z—0 X

Teorema 11.17 (Derivada de la funcién coseno).

La funcion: f:R——R es derivable Vx € R y su derivada es f'(x) = —sinz
x +— f(x)=cosx

Demostracion.
_ O (T
f(x) = cosz = sin (2 93)
1y @ CLN SN C) R
f(x) —cos<2 3:) (—=1) = —sinzx
(1) El coseno es el complementario del seno.

2) Regla de la cadena: funciones fo(z) =sinz y fo(x) = g —x

(3) El seno es el complementario del coseno.

Teorema 11.18 (Derivada de la funcién tangente).

La funcion: f: D——R es derivable Vx € D y su derivada es
x +— f(x)=tanz

=1+ tan’zx

f'(@) =

cos2 z
Demostracion.

f(a;):tanx:Sin:B gf,(x):cosx-cosm—sinx-(—sin:n) ©) 1 (:3)1—1—tan23:
cos T cos? cos2

(1) Derivada de un cociente de funciones derivables.
) Relacién fundamental dela trigonometria: sin?z + cos?z = 1,Vz € R
(3) Identidades trigonométricas.

(Para qué valores NO es derivable la funcién tangente? ;Por qué?
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La derivada 11.6 Derivadas de las funciones trigonométricas inversas (reciprocas)

11.6 Derivadas de las funciones trigonométricas inversas (reciprocas)

Teorema 11.19 (Derivada de la funcién arco tangente).

1
La funcién: f: R——R es deriwable Vr € R y su derivada es f'(x) = 5
x +— f(x)=arctanx l+=

Demostracion. Su funcién inversa es g(r) = tanzx y ¢'(x) = 1 + tan? x. Entonces:

f/(éL‘) (:) 1 2) 1 _ 1
(g(arctan x))l 1+ tan?(arctanz) 1+ 22

—~
~

(1) Derivada de la funcién inversa (pagl97).
(2) Derivada de la funcién tangente.
(3) tan(arctanz) = x, son funciones inversas.

O
Teorema 11.20 (Derivada de la funcién arco seno).
La funcion:  f:[-1,1]——R es derivable Vr € (—1,1) y su derivada es
x +— f(x)=arcsinzx
1
/
T) = —
F ===
Demostracién. Su funcién inversa es g(z) = sinz y ¢’(x) = cosz. Entonces:
ol —L @ __1__©__
(g(arcsin :B)), cos(arcsinz) /1 — 2?2
(1) Derivada de la funcién inversa (pagl97).
(2) Derivada de la funcién seno.
(3) Relacion fundamental de la trigonometria:
2
sin?(arcsin z) + cos?(arcsinz) = 1 = cos?(arcsinz) = 1 — (sin(arcsin :B)) =1-— g2
cos(arcsinz) = /1 — 2?2
O

Teorema 11.21 (Derivada de la funcién arco coseno).

La funcion:  f:[-1,1]]——R es derivable Vx € (—1,1) y su derivada es
x +— f(x)=arccosx
-1

V1— 22

La demostracién se deja como ejercicio. En el apéndice C se encuen-
tra las reglas de derivacién, la tabla de derivadas inmediatas y de las derivadas de las funciones compuestas.

f'(@) =

Ejemplo:
1. Derivar la funcién f(x) = arcsin(e®)

La lectura de la funcién es:arco seno la funcién exponencial Regla de la cadena:
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La derivada 11.7 Derivadas sucesivas

2. Derivar y simplificar la funcién f(x) = arctanva2 — 1

La funcién es composicion de tres funciones:

f(x) = (fso fao f1)(zx) siendo fao(z) =z = fo(z) = NG
1

f3(z) = arctanz — fi(x)

T 1+22

/ _ql o z)) - f! ) - f(x) = . 1 A
7'@) = f5((o f)(@)) - B(A @) - fi(@) () ?

1 T 1

I+ Va1 a1

11.6.1 Meétodo de la derivada logaritmica

Las propiedades de los logaritmos permiten transformar potencias en productos. Las funciones de

g()
 f

exponencial-potencial, h(z) = ( f (3:)) () > 0 aplicando logaritmos:

oty (1(@))

g(x)

Inh(z) = In (f(as))

270 () )< 1) (s () H2)
f’(ﬂf))

f(z)

(1) Regla de la cadena y derivada de un producto de funciones

= Inh(z) = g(z) - ln<f(:v)) = h(z) =e

= (F@)® (¢(0) (7)) + 9l0)-

(2) Las funciones exponencial y logaritmicas son inversas.

NO ES NECESARIO, NI RECOMENDABLE, APRENDERSE LA FORMULA.
Lo mejor es tomar logaritmos y seguir el procedimiento.

Ejemplo:  Derivar la funcién f(x) = z<s*

In f(z) = Ina®% = cosz - Inx = f(z) = %1% derivando

1
f!(z) = ecoseinz. (— sinz-lnx 4 cosx - —) = g (— sinz-lnx +
x

COSZL‘)

EjeI‘CiCiO: Demostrar, aplicando derivada logaritmica, que la derivada de la
funcién f(x) = z",Vr € R es igual al exponente por la base elevada a una unidad inferior: (f'(x) =r-z" 1)

11.7 Derivadas sucesivas

Definicién 11.4 (Derivada segunda). Se llama derivada sequnda de la funcion f a la derivada de la
d2
funcién derivada f'. Se denota por f" o d_LL‘]; (se lee derivada seqgunda de la funcion respecto de la variable

x dos veces) / /
f”(a:) — lim f (w + h) — f (3:)

h—0 h
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La derivada 11.8 Derivada implicita

La definicién se puede repetir y se obtiene la derivada tercera, cuarta, etc.

Ejemplo:  Sea f(z) = 22° — 52 + 3z — 1, calcular f"(2)

fl(x) =622 —10z+3= f'(2) =120 - 10 = f'(z=1)=12-1-10=2

ds
En cinematica la derivada del espacio respecto del tiempo — es la velocidad instantanea

: o . dv_d(ds\ _ d’s iy y :
v(t). La derivada de la velocidad instantdnea — = —( — | = — es la aceleracién en funcién del tiempo t.
dt  dt\ dt dt?

Ejemplo: La posicion de un objeto viene expresada por la funcién s(t) = 2t> — 12t + 8, donde s se
mide en cm y t en segundos. Determinar la velocidad en los instantest =1 yt = 6. ;Cudndo la velocidad
es nula? Hallar la aceleracion.

t=1ent t=1)=4-1-12=—
La velocidad instantanea es: v(t) = % =4t—12y {t 6 entonces UEt 6§ 61 128cm//s
= 6 entonces v(t =6) =4-6 — 12 = 12cm/s

La velocidad es nula si v(t) = 0. Resolviendo la ecuacién de primer grao 4¢ — 12 = 0 = ¢t = 3segundos.

d’s dv
La aceleracién instantdnea: a(t) = gl 4cm/s? §Qué interpretacion fisica tiene que la aceleracién
no depende del tiempo?

11.8 Derivada implicita

Las funciones trabajadas son funciones explicitas: la variable dependiente y depende explicitamente de
la variable independiente = (la y estd despejada en fucnién de z).

La pregunta es la siguiente: ; si no podemos, o no sabemos, despejar la y en funcién ed z?
Matematicamente se dice que tenemos una expresién de dos variables.

Para derivar supondremos que y esta en funcion de x y que no sabemos despejar.

d
La derivada de y respecto de x es d—y =1
x

Ejemplo: Hallar la ecuacién de la tangente a la curva y® +y + 2 = x2 en el punto P(—1,0)

La interpretacion geométrica de la derivada en el punto P, nos permite hallar la pendiente de la tangente
y la ecuacion de dicha tangente.

No sabemos despejar y en funcién de x para derivar explicitamente. Derivamos implicitamente:

1 2 2x
3y2-y'—|—1-y'+0:2:B¥>y’(3y2—|—1):233¥>y’:m
o= 20 ) Benacion de t 0=-2 1 =2z —2
m7 =Y _yg) = 150 = —2. Ecuacién de la tangente y — 0 = —2(z — (—-1)) = y = —2z — 2.

(1) Factor comtn de 3/’
(2) La expresién 3y? + 1 es distinta de cero Yy € R. Se despeja 3 dividiendo por 3y? + 1.
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La derivada 11.8 Derivada implicita

La derivacién implicita lleva consigo problemas de dominio. No es lo mismo derivar una funcién que una
curva.

Ejemplo: Calcular la tangente a la curva 2 4+ y% = 4 en el punto de abscisa x = 1
—x

Derivando implicitamente: 2z + 2y -y’ = 0=y’ = — si y # 0. En los puntos de abscisa CERO no hay
Yy

tangente.

Si el punto de tangencia tiene de abscisa x = 1 entonces 12 + 3% = 4 = y?> = 3 = y = +/3. La curva
tendra dos tangentes: P(1,v/3) y Q(1, —v/3).

Las ecuaciones de las tangentes son:

-4

P(l,\/g) mT:—%:M/—ﬁz—

QU —VE) mp=——— — g+ Vi

(z—1)

(z 1)

S-Sl

: PILVE
La curva tendra dos tangentes: P(1,v/3) y Q(1,—/3). -
Las ecuaciones de las tangentes son:

También se puede aplicar la derivada implicita al método de la derivacién logaritmica (pag. 202).

Ejemplo: Calcular la derivada de la funcion y = x°S%
Tomando logaritmos neperianos y derivando implicitamente:

_ Lo, L , . 1\ @
Iny=cosz-lnx = —-y = —sinzx-lnzx+cosz-— =y =y | —sinz-lnx+cosz-— | =
Y x x

1
y = xsT. <—sinx ‘lnz + cosx - —)
x

COos T

(1) Despejando /. (2) Sustituyendo y = x

Las aplicaciones de las derivadas se estudian en segundo de bachillerato.
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Problemas derivadas

1. En la figura adjunta se muestra la grafica de la poblacién
P (en millares) en un nuevo complejo industrial respecto
del tiempo t (en afios). Hallar la tasa de variacién de la
poblacién durante los periodos siguientes:

5.5

(a) t=0at=5 (d) t=2at=23 :

2.2

(by t=2at=5 2
(C)t:2at:4 (e)t:4at:5 O T S

2. Razonar el signo de la derivada, si existe, y el valor cuando sea posible de las funciones que tienen
como graficas:

Figura 11.2: Ejercicio:2

205



La derivada PROBLEMAS

3. Calcular, aplicando la definicién, las derivadas de las funciones en los puntos indicados.

(a) f(z)=3z—2enxzp=1 (c) f(w):$2—_xfena:0:0
(b) f(z) =2 +1enwo=—2 (d) f(iv):ﬁenxozx/i

4. Hallar la ecuacién de la tangente a la grafica de las funciones del ejercicio (3) en el punto dado.

5. Sea f(z) la funcién cuya grafica es:

Aplicando la interpretaciéon geométrica de la derivada de una funcion:

(a) ¢{En qué intervalos f'(z) >0 7 (c) Hallar f/(0T)

(b) (En qué puntos f'(z) =07 (d) ¢{En qué puntos la funcién no es derivable?

6. Calcular, aplicando la definicién, las derivadas de las funciones:

(2) f(z)=3z—1 () fla)=21
(b) f(x) =52%+3 d) f(z)=+vx

7. Determinar el valor de k para que se verifique la condicién dada:

. 2
(a) f/(1) =5si f(z) = 2® + k (¢) f/(1) =1si f(z) = %21—112
(b) f'(2) =—2si f(z) = H (d) f/(2)=0si f(z)=a®—ka? +1
8. Consideremos la funcién f(z) = w, aplicando la definicién de derivada de una funcién en un
punto, hallar el valor de k si f'(1) = —2.

2
9. Dada la funcién f(z) = zi?);—i_xf_—k, hallar, aplicando la definicién de derivada, el valor de k
sabiendo que f’(—1) = 3.

10. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados
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La derivada PROBLEMAS

z+1 si z<1
@rw={ "5 8 T mae
(b) f(z) = 22 si x<0 en 2o — 1
o 1 si >0 0=

T si <0
(C)f(w)—{xg si 23>0 en xg =0

(d) f(l’):\%:—i—l\enx:—%

(e) f(x)=|z|+3enz=0.

20 —1  si T < —2

2 si —2<x<0

O @)= 252 & o0<z<1
32 si r>1

11. Dadas las funciones f y g tal que f(1) =3y g(1) =0y (1) = =2y ¢/(1) = 3, calcular si es posible:

(a) (f +9)(1) @ (£) o
(b) (9— 1) (1) N
© (f-9)1) © (%)
12. Dadas las funciones f y g tal que f(3) =2y g(3) =3y f'(3) = -1y ¢/(3) = —4, calcular si es
posible:
(2) (F +9)(3) © (£)®
(b) (f-9)(3) (d) (fog)(3)

13. Si f(2) =4, f'(4) =6y f(2) = —2, hallar:

14. Dada la funcién f(z) = T2 S% v=0
kxr—1 si x>0

(a) Hallar el valor de k sabiendo que la funcién es derivable en z = 0.

(b) Hallar la derivada de la funcién en todo su dominio.

15. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a las gréficas de las funciones en los puntos

indicados:

(a) y =2 en 2, =2 (d) y= % en (~1,-1)

(b) y =2+ en (0,0) (e) y=2x%+4en (—1,2)
(c) y=a®—6r+8enz, =1 (f) y=22%— 3z +8 en (0,8)
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La derivada PROBLEMAS

16. Hallar los puntos de las curvas en los que la tangente es paralela al eje de abscisas:

(a) y=2% -2z (c) y=a3 — 122
(b) y =223 — 4x (d)y:az?’—%aj2+6aj+l

17. Encontrar los puntos de la curva y = 2® — 422 en que la tangente es paralela a la bisectriz del
primer cuadrante.
18. Definir, la funcién derivada, de las funciones:
(a) f(z) =2 |z |
(b) f(x)=|2?> -5z +6|

(©) f(z) = V(z-2)?
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La derivada

PROBLEMAS

Aplicando la regla de la derivada de una suma y de una potencia,

calcular las derivadas de las funciones:

1. f(z) =423
2. f(x) =6 — 322

3. flx)=a2*+x

8. f(z) :633—%

9. f(z) = (22 —3)*

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

flw) = 4L

flz) = x3—3§+5
f(@) =V (z+3)
flz) =37 —5°
fl@)=T"+e" —Ina

f(z) =logyx +Inx

f(z) =sinx — cosx

Aplicando la regla de la derivada del producto, y del cociente, hallar las

derivadas de las funciones:

L f(@)=(2+3)-(z—9) 11. f(a) = 2232 -2)
2. f(z) = (5a® = 7) - (42% - 2) 2 oy (r.
3. f(z) = (3 —5x)- (822 — 5z + 3)
_ (52304 1) (22— a?)
4. f(z) = (22®> -3z +1) - <3x3 - %)
2y +3
1 14.f@m._5xfi¢5
5. f(z)= <1:v2 - \/5) . <3$*§)
15. f(z) =e*-Inz
6. f(z) =23 (223 — 322 + 5z — 1)
16. f(z) = 1oz
T f@) =54
17. f(z)=(z—1) -Inz
8 f — 3%2 -5
()= %53 18. f(z) = (22— 32 +2) ¢
oz — 3 .
) f@) =53 19. f(z) = {28LL
10. f(2) = % 20. f(x) = (22 +1) - arctanx
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La derivada PROBLEMAS

21. f(x) = (3z — 1) - arccos =

2
1. Suponer que un incendio se propaga por una montafia segin el modelo matematico: s(t) =2t + %—
donde s(t) representa la distancia que ha recorrido el fuego en el tiempo ¢ desde el punto en el que

se inicia. Calcular % e interpretar su significado. Evaluar % ent=2.

2. Un avién viaja de izquierda a derecha a lo largo de la trayectoria cuya ecuacién es f(z) = 3z2 + 4.
En el punto P(—1,7) dispara un proyectil el cual viaja en la direccién de la recta tangente en P.
;Daré el proyectil blanco en un blanco localizado en el punto T(4,0)? Razonar.

Regla de la cadena

1. Dadas las funciones f(z) descomponerlas en dos funciones g f(x) h tales que f(z) = (ho g)(z).
Hallar la derivada de la funcién f aplicando la regla de la cadena.

(a) f(z) = (22— 1) () f(z) = In(cosz)

(b) fl@)=+VZ-2 (f) f(x) = arctan(e” + 1)
(©) flz)=sinz (8) flz) =3V~

(d) f(z) = sina? () f(@) = (G1)

Derivada logaritmica

1. f(z)=2" 4. f(z)=Vr +3

Hallar las derivadas de las funciones:

1. f(z) =2z —sin2z 8. flz)=2- <e% _ e%>
2. f(z) = V1+cos?z 9
3. f(x)=x-lnzx—=x 10. f(x):e%-cos

4. f(z) = v/ + 24/, calcular f'(1) 11. flx) =e*-(cosz + sinx)

5. f(x):hl%f_i; 12. f(z) = In(e=® + 2 - e—)

13. f(t) = In(1 + a2, calcular f'(0)

6. f(z) = 8L 4 Intan &
' 2
St 14. f(z) = In(sinx + /1 +sin’ )

2 <
T @ =i 15, f@) =1/ 24557
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La derivada

PROBLEMAS

16. f(z) = $Intanz + Incosz

17. f(z) = In(1 + secz)

18. f(z) = (sinz)?*

19. f(z)=a-In(vVZz ¥ a+vx) - V22 +ax
20. f(t) = In30L calcular f(%)

21. f(z) = v1—2? + arcsinz

22. f(z) =z — arctanz

23. f(z)==z-v1— 22 +arcsinz

24. f(z) = arcsin ¢

25. f(z) = V37 =5

206. f(a:):3ln<£_7_%>—$_2|_2

27. f(x) = arctanz + ln,/%f—g

28. f(x) =z -arctanz — % -In(2? + a?)

29. f(x) = e®- V1 — €22 4 arcsine®

2z
30. f(x) = arctane?® +1n 4 e—egx—i_ll

3l. f(z) =4 -In(vVz —4+ /x) + V22 — 4z
32. f(z) =In(z — cosx)

33. f(x) :5-tan% —|—tan%

34. f(z) = ——1L

39. f(z) =sing - e®s?

36. flz)=e""-

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

A7.

48.

49.

20.

ol.

02.

23.

o4.

25.

_ 1 z-+/3
f(a:)—\/g arctanmz
tan & + cot &

— «in2
f(x) =sin? £ cot%—

— 2 1 x
f(z) = 5 -arctanz + 3 - arctan -2

f(z) = arcsin Vsinx
f(z) =2 — 1 —2?-arcsinzx

— cog ArCsSinT
f(@) = cos =5

f@)= it var v
f(z) = sin? (—1 —:Bln a:)

f(z) =1n arctan —1%

15 10 1

U e T

f(z) = —115(3c0523: —5)-cosdz
f(z) =1In(e* 4 5sinx — 4 arcsin z)

f(z) = (32* — 5)%2
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La derivada

PROBLEMAS

o6.

o7.

o8.

29.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

94.

f(x) =z -sinx + cosx — 211332

_ 1
f(z)=In T+ Va2 —1
flx)=V1+z Vo +3
flx)=2%-\/1+z
_ 1
fle) = V1+sin?z
f@) = e
f(z) = arcsinz + V1 — z?
f(ZL') — 10z-tana:
f@) =\ {55
f(z) = zliln %t—g — %arctanx
fla)=2W 7
f(z) =+Va? —2? —a-arccos £
f(z)=In x+\/x2—1) — \/3;—_1
f(x) =e*®(asinx — cosx)
f(z) = 323 arcsinz + (22 + 2)V1 — 22
_ 1
e
f(z) =2 - arcsin $\762 —V2+ 4z —2?

flz)=x—1In (2e$ + 14+ Ve 4 4e® + 1)
f(a:) — earctany/1+In (22+3)

f(z) = z(arcsinx)? — 22 + 2v/1 — 22 - arcsinx

75.

76.

77,

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

36.

87.

88.

89.

90.

91.

93.

. f@) = (302 + 1)ose

f(z)=In tan%— —cotz-In(l+sinz) —z

f(z)=2-In <23: —3vV1-— 43:2) — 6 arcsin 2z

5
(x+2)*

_ 3
f@) = (z+2)

5 +

f(@)=In (V& vz 1)

f(x) = arctan e?* + In o

fa) = g YT - § YT+
f)=In(vVI+e*—1)—In(vVT+e*+1)
f(z) = Veosz - a/os7

f(x) = z(cos(Inz) + sin(In x)

2
f(z) = 3‘73—? +In V1+ 22 + arctanx

3x

1—=x
fla)y=eVItz

1 1
f(ZL') :el—sin‘lﬁ

Fa) = VAT (44,11 )

f(z) = sin(cos 2z)

2

f(z) =3z arcsinz + (2% 4 2)V/1 — 22
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La derivada PROBLEMAS

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

f(z) = %111(:32 —a?) + 2n—aln <£ == g)

f(x) = 3a® arctan |/ =£— — (3a + 2z)Vaz — 22

(3—xz)V1—2x —2? +2arcsinx—\"/%1

N—

fz) =

flz) = 2;93c057r(93+3)+#sin7r(33+3)
f(‘”)=6<@—@+€/‘—ln(1+%>+%>

flz)==z (332+a2)3+@?\/932+a2+;a;1n <:v+vg32+a2)

f(z) = (z® + a?) - arctan £ — az f(x) calcular f'(a)

flz) = e~ -cos £ f(x) demostrar que f(0) +a- f'(0) = 0.

_ _cos’z T\ _a. p/(TTY —
f(z) = Toon’s f(x) demostrar que f(3)—3-f(7) = 3.

3
Hallar ZT#’? sabiendo que s(t) = % V2 —t? + arcsin %
Dada la funcién f(z) = 2 - sin 2z + tan z:

(a) Hallar la ecuacién de la tangente a la funcién en el punto zg = 7717-

(b) ¢Existe algin punto en el cudl no existe la derivada de la funcién? Razonar la contestacién

3r—2 : <
Dada la funcién f(z) = { kfv + 21 ST v= 8
T — S1 T >

(a) Hallar el valor de k sabiendo que la funcién es derivable en z = 0.

(b) Hallar la derivada de la funcién en todo su dominio.

Hallar las funciones derivada primera y segunda de:
(a) f(x) =223 322+ 52— 7 (c) f(z) =sin’z

(b) flz)==-€” (d) f(z)=2—Ilnzx

Ejercicios de derivadas con solucién

1.

__2x-3 22+ 1
;=222 —6x—5

Y =122 “5z+5)?
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La derivada PROBLEMAS

) 4t +62° —a 16. y= L2422 +1 .3
V=@ O y=2 i *e
3. y=€I2+1-sin3x y = 3z?
y = et (22 sin 3z + 3 cos 3z) 17. yz%-ln%f—ﬁ
_ T,z |
4. y-ln[tan(z—i—g)} y =1
y =secx 18.y:\/x2+1_$ Vatitl+ta
Va2 +1+z Va2+1l-z
5. y:1n<e:”+1+\/e2z+2ez+2)
y = 8x
Z//:L sinx + cosx
%+ 2e® + 2 19. y=In\/ T cosz
6. y:arctani‘/v_"i'—a‘fr donde a € R Yy = sec2x
2
yl:l—l——lxz 20. y:%- xz—mz—mr-ln(x—l—\/xQ—mQ)
7. y=% Va2 —1-InvVaz+va2 -1 y = Va?—m?
_ V2 2. Q. rT—a
Y =TT 21. y=In\/(x —a)2 +b + ¢ - arctan = si
b#0
8. y:\z/f y/: X
(z —a)? + b2
/:%‘1_11'11:
22. y=+/2x —sin2z
_pltsinz
g’y_lnl—sinaz y = 2 -sin’x
V2x — sin 2z
y =secx
N 23. y=+v1+cos?z
10. yzl-arctan;v—i—l-ln—z‘/p +1
2 1 (x+1) Y — sin 2z

Y V(1 + cos? z)3

y = )
(1+a2%) (1+2) 24. y=z-lnz—=z
1
11 y=% n(tan§) - 752 J = Ine
Y =cscdx 25. f(z) = \/x +2y/z y calcular f'(1)
= z*° 3
12. Y= f/(l):%r_
! z® z—1 2
Y=z -2 - (1+z-lnz+zx In°x) 2, .2
26. y:lnﬁ
13 ) <1 —i—tan%—)
.y=In| ——% 42 -
1 —tan r_ 4a”-x
2 Y=,
"=secx _ CoSxT T
Yy 27. y—m+lntan7
14. y = glos
v==z y/:_2-pot2$
9 111332 sinx
y/_l,nz‘ L 28 p
Ly =Iln———
15. y = (sinz)** V1 —azx?
y =22 (sinz)**!.cosz+ (sinz)® - In(sinz) - 2@ y = ﬁg
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La derivada

PROBLEMAS

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

23.

F =%

" " 42. y=+1— 22 + arcsinz
y/:eg+e_2-
Y = 1—2x
43. Yy =x — arctanz
=1 vz 1
y =9 e <1+ \/E) , $2
. . LA
y=¢€ea- -cos=
@ 44. y=2-v/1— 22 + arcsinz
Y 1 7. (cosZ —sinZ)
a a a Yy =2-v1—22
_ T, ;
y=e* (coszsing) 45. y = arcsin €3
Yy =—-2.¢ % .sinx J = 3. 3%
y=In(e*4+z-e ) V1— b
— x z—1 2
v =-771 46‘3/_?’111(113—1—2) T+ 2
f(t) =In(1 + a %) y calcular f/(0) y = Tz + 20
z° 4+ 3z° —4
f'(0)=—Ina T
47. y-arctanx—i—ln,/—l—x
y = In(sinz + /1 + sin’ z) -
! Ccos T y = 2 1
y = —, 1_
1 +sin’z !
i 48. y:x-arctan%—%-ln(mQ—l-az)
—1In,/Sin2z
Yy 1 —sin2x f T
y = arctan &
Yy = cot 2z
I —sin2z 49. y = e® - /1 — €2* + arcsine®
y:%lntanx—i-lncosx Y =2 ¢ /1_ &2z
/
Yy =cot2x
50.y:6<\/_ . (1+\%)+%>
y = In(1 + secx)
tanx S
V= T+ cosz Y= Ur+ v
= (sinz)?® 2
y=1( ) 51l. y = arctane?® +In 2;"1_1
y =2z (sinz)?*!.cosz +2- (sinz)?® - Insinz
. o2z
y=a-In(vz+a+x)—Va?+ax y/:%%
r____x
¥y = Jaz + 22 02. y=4-In(vr — 4+ 7) + V22 -4z
r_ x
f(t) :1n2i_ggﬁg y calcular f'(%) V=2 12
y=V3z2 -5
1—x 2 _r\l/z . 2 _

x
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APENDICE C

Tabla de derivadas

Operacién

Funcién derivada

f(@) = u(z) + v(z)

f'(@) =/ (2) £ 0'(2)

La derivada de una suma(diferencia) de
funciones es igual a la suma(diferencia) de
las derivadas de dichas funciones

f(@) =u(x) - v(z) f'(z) =d/(z) - v(x) + u(z) - v'(x) | La derivada de un producto de funciones
es igual a la derivada de la primera por la se-
gunda sin derivar maés la primera,sin derivar,
por la derivada de la segunda

Caso particular del producto
f@)=k-u(x) fl(x) =k -u(z) La derivada del producto de una constante por
una funcién es igual a la constante por la de-
rivada de la funcién
’ . _ /
flz) = ule) fl(x) = (@) U(Tg(zﬁé(x %) | La derivada de un cociente de funciones

es igual a la derivada del numerador por el
denominador sin derivar menos el numerador
sin derivar por la derivada del denominador
dividido por el cuadrado del denominador

Casos particulares del cociente

flo) = 2
_ _k
f(z) = v(z)

PRRPTE
, =k (x)
F'@) = T@E

La derivada del cociente entre una funcién y
una constante es igual a la derivada de la fun-
cién dividida por dicha constante

La derivada de una constante dividida por una
funcién es igual a menos la constante por la de-
rivada de la funcién dividida entre el cuadrado
de la funcién

REGLA DE LA CADENA
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Tabla de derivadas

Funcién Funcién derivada Funcién Funcién derivada
f(x) f'(=) f(x) f'(=)
k 0
2" nelR n-z" ! [u(z)]™ n - [u(z)]" L (z)
1 u'(z)
a® a®-Ina (@) a®) Ina-u'(z)
ev ev eu(a:) eu(a:) . ul($)
1, ().
log, Z log,e log,, u(x) e log, e
1 ()
Inz T Inu(z) e
sinz cos sin u(x) cosu(z) - u'(x)
Cos T —sinz cos u(x) —sinu(z) - u'(x)
tan x Firm =1+tan’x tan u(z) cos? ulz) = (1 + tan?u(z)) - v/ ()
cot ﬁlrx = —(1+ cot? ) cotu(z) | =g~ = —(1+cot?u(z)) - ()
arctan x —71 arctan u(z) —Zu’(:v)
1+z 1+ [u(x)]
arcsin x 1 arcsin u(x) _ )
V1 —x? 1 — [u(z)]?
arccos —1 arccos u(x) _ @)
V1 — 2 1 — [u(z)]?
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