cAPITULO 3

Sistemas de Ecuaciones lineales

En esta unidad trataremos los métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Los métodos seran
variados y veremos como la teoria de matrices nos sera de utilidad para buscar soluciones y las condiciones
en que éstas existen.

3.1. Definiciones

Definicion 3.1 Una expresion de la forma: a1x1 + asxs + ... + anx, = b donde las x; representan variables
y las a; y b son nimeros dados (elementos de un cuerpo conmutativo K ,generalmente R) constituye una
ecuacion algebraica de primer grado en las variables x1, o, ..., T,, 0 bien simplemente una ecuacion lineal
con n incognitas.

= Las variables x1,xo, ...,x, se denominan incoégnitas de la ecuacion.
= Los numeros ai, as, ..., a, se llaman coeficientes de la ecuacion.
= b recibe el nombre de término independiente de la ecuacion.

= 51b=0, la ecuacion se denomina homogénea.

Definicion 3.2 Llamaremos solucién de la ecuacion a una n-tupla de valores de K {aq, g, ..., an }, que al
ser sustituidos por las incégnitas en la ecuacion satisfacen a la misma, es decir que: ajay+asao—+...+an0y, =

b
Ejercicios

Dada la ecuacién 2z — 3y + 5z = 2, comprobar si las ternas: (1,2, —3) y (12,4, —2) son solucién de la
ecuacion:

» Sustituyendo en la ecuacién: 2-1—-3-2+5-(=3) =2—-6—15=—19y —19 # 2, por lo tanto, la
terna (1,2, —3) no es solucién.

» Sustituyendo en la ecuacién: 2-12—-3-445-(—2) =24 —12—-10 =2y 2 = 2, por lo tanto, la terna
(12,4, —2)si es solucién.

Definicion 3.3 Dos ecuaciones con el mismo numero de incognitas son equivalentes si tienen las mismas
soluciones.
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Sistemas de Ecuaciones lineales 3.2 Sistemas equivalentes

Definicion 3.4 Se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de
m ecuaciones con las mismas n incognitas y coeficientes en K.

a1121 + a1ax2 + - - + a1pTy, = b1
a21x1 + a2 + - -+ + a2,y = b (3.1)

Am1%1 + Ama®2 + -+ AmnTn = by,

escrito en forma matricial:

ail a2 ccc o Gl i; 2
darfmot Al T =] ] | <= A X=8 (3.2)
ml am2 *°° QGmn l:n bm

Definicion 3.5 Llamaremos solucion del sistema (3.1) a toda n-tupla valores de K (o, oo, ,on) que

al sustituirlas en las m-ecuaciones las convierte en m-identidades.

Definicion 3.6 Un sistema que tiene solucion se denomina compatible.
= Un sistema con solucion unica recibe el nombre de compatible determinado.

= Un sistema con varias soluciones recibe el nombre compatible indeterminado.

Definicion 3.7 Un sistema que no tiene solucion se denomina incompatible.

3.2. Sistemas equivalentes

Definicion 3.8 Dos sistemas de ecuaciones lineales con el mismo numero de incégnitas son equivalentes
st tienen las mismas soluciones.

Teorema 3.1 Si multiplicamos ( o dividimos) una ecuacion por un nimero real distinto de cero, obte-
nemos un sistema equivalente al dado.

Teorema 3.2 Si se sustituye una ecuacion por ella misma mds una c.l. de las restantes ecuaciones, el
sistema que se obtiene es equivalente al dado.

Teorema 3.3 Si una ecuacion es c.l. de otras ecuaciones del sistema, el sistema que resulta de suprimir
esa ecuacion es equivalente al dado.

La aplicacién de los teoremas anteriores permite transformar un sistema de ecuaciones en otro, generalmente
mas sencillo, equivalente. La resolucién de sistemas de ecuaciones por el método de reduccién consiste en
aplicar los teoremas anteriores.

3.3. Sistemas de Cramer

Definicion 3.9 Se dice que un sistema 3.1 es un sistema de Cramer si el numero de ecuaciones es igual
al nimero de incognitas y det(A)# 0.

Teorema 3.4 La solucion de un sistema de Cramer

a1 + a2 + - + aipty = b
anT a9 o+ aonTn, = b
2171 + A22%2 + * -+ + A2pTp = b2 -~ - A.X =B

Ap1T1 + p2T2 + - - + AppTy = by

€s
b Ayt b Agi -+ by - Ag

|A]

T; conl<i1<n

Departament de matematiques -21- Institut Joan Ramon Benapres



Sistemas de Ecuaciones lineales 3.4 Sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales

Demostracion

Por ser un sistema de Cramer la matriz A es regular, por lo tanto posee inversa. Multiplicando por la
izquierda:

A-X=B<—=AY A - X)=A' B—1, X=A"1" B X=A4"1.8

1 A Ao o An Zl
T2l 1 A Apm o Ap 2

E ‘A| 1-4. . 1.4. . .. A- . E
Tn, 1In 2n nn by,

multiplicando las matrices e igualando (1 < i < n):

columna i-ésima

1
ailr aiz - b1 coe aip
az1  az --- bo cee agp
x_b1A11+b2A21++bnAm_ an1 Gp2 - br, 0 Onp
’ | A Al

Para obtener el valor de la incégnita i-ésima (z;) se calcula el cociente entre el determinante que se obtiene de
sustituir la columna i-ésima de la matriz A por la columna de los términos independientes y el determinante
de la matriz de los coeficientes. Son las férmulas de Cramer.

Ejercicios
Resolver el sistema de ecuaciones:
r — 3y + =z

2t — y + 5z
3x + 2z

El determinante de la matriz de los coeficientes:

1 -3 1
2 -1 5 |=-32
3 0 2

8 -3 1 18 1 1 -3 8
9 -1 5 2 9 5 2 -1 9
50 2 35 2 3 05

v —32 Y —32 2z —32

3.4. Sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales

Sea el sistema 3.1 de m ecuaciones con n incognitas.
Este sistema lleva asociadas dos matrices:

» La matriz A = (a;;) de orden m x n formada por los coeficientes de las incégnitas que se denomina
matriz de los coeficientes.

» La matriz (A|B) = A* de orden m x (n + 1) que consiste en anadir a la matriz M la columna B
formada por los términos independientes y recibe el nombre de matriz ampliada.
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Sistemas de Ecuaciones lineales 3.4 Sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales

a1 aip -+ G ail a2 cc Qp 21
a/ a/ “ e a a a DY a

A= 7#oTmo Ar= | T2bo TR T
aml am2 - Qmn Am1l Qm2 -+ Qmp | by

Es trivial que el ’rg(A) < rg(A*) ‘ ya que todo menor de A también lo es de A* pero no al revés.

Denominando:
ai; by
A | e B—| 0
Ami bm

El sistema lo podemos escribir de la forma siguiente:
Alzy + A%z9+ - .+ A"z, = B

En la que los coeficientes A* y B son vectores de R™, por lo que resolver el sistema equivale a descomponer
B como combinacién lineal de los coeficientes A",

3.4.1. Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema 3.5 El sistema 3.1 es compatible < rg(A*) = rg(A)

Demostracion

=)
Por definicién de sistema compatible: 3 x1 = a1,x0 = @9, - , T, = ay, tal que
aiioq + appan + -+ a0y = by
agioq + aga + -+ + a0y, = by (3.3)

Am100 + Q202 + -+ - + Ampan = by,

Calculamos el rango de la matriz ampliada:

a1 a2 -+ aip | b a1 a2 -+ aip |0
A — | @2 ax oo oaz | b2 ) 72 a; agp - az |0
aAml am2 - amn bm Gml Gm2 **° Qmp |0

suprimiendo la ultima columna por ser ceros, la matriz que se obtiene es la de los coeficientes, por lo tanto
poseen el mismo rango.
<)

Sea rang(A) = rang(A*) = r, por definicién de rango: todos los menores de orden superior a r son
nulos y uno, al menos, de orden r es distinto de cero.

Sin perder generalidad, supongamos que dicho menor de orden r estd formado por las r-primeras filas
y las r-primeras columnas de la matriz de los coeficientes:

ailp aig - air

a/ a PEEEEY a
D=|72 T2 T F0

ary Qr2 - Qpp

Si las 7 primeras filas son li. implica que las (m — r) restantes son c.l. de ellas, es decir, las r primeras
ecuaciones del sistema (3.1) son Li. y las restantes (m — r) son c.l. de las otras ecuaciones.

Es suficiente resolver las r primeras ecuaciones ya que si existe solucién de ellas también serd solucién
de las restantes.

1. Si[r = n]|, el sistema tiene r ecuaciones y r incdgnitas
)

a1171 + ajowe + -+ + ayxy = by
a2171 + agxe + - - + agx, = by

11 + Q2T + - - 4 Qpp Ty = by
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Sistemas de Ecuaciones lineales 3.4 Sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales

el determinante D de la matriz de los coeficientes es no nulo, es un sistema de Cramer, tiene solucién
y Unica: sistema compatible determinado.

2. Si elegimos las r primeras ecuaciones del sistema dejando en el primer miembro r incégnitas:

a11x1 + ap®2 + -+ a,Ty = b1 — Q11 Trp1 — 0 — ATy

a2171 + g2 + -+ + ATy = b2 — Q2r41Tr41 — 0 — A2pTy

r1T1 + QT2 + -+ ATy = by — Qrp1Tpg1 — 00 — QppTy
Si damos valores arbitrarios a las incégnitas z,41,- - ,Z,, obtendremos valores para las incégnitas
r1,T9, - , Ty, por lo tanto el sistema es compatible pero indeterminado.
El sistema se resuelve por las férmulas de Cramer y los valores de x1, xo, -+ ,x, dependerdan de los
valores de 41, -, Zn, que reciben el nombre de pardmetros.

Resumen:

» rang(A) = rang(A*) = r. SISTEMA COMPATIBLE. Como n es el nimero de incégnitas,
entonces:

g { r =n Compatible determinado
i

r < n Compatible indeterminado, depende de n — r parametros

s rang(A) # rang(A*). SISTEMA INCOMPATIBLE

3.4.2. Sistemas homogéneos

Un sistema de m-ecuaciones lineales con n-incognitas se dice homogéneo si todos sus
términos independientes son nulos.

a11x1 +appxe + -+ appty, =0
a9121 + agexe + - -+ + agpxy, =0

Am1T1 + AmaT2 + -+ + AmpTn =0

Teorema 3.6 Un sistema de ecuaciones homogéneo (77) es siempre compatible.

Demostracion

La matriz ampliada de un sistema homogéneo estd formada por los elementos de la matriz de los
coeficientes y su ultima columna es de ceros, por lo tanto el rango de la matriz de los coeficientes es siempre
igual que el rango de la matriz ampliada. Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es siempre
compatible.

1. Si el rango coincide con el nimero de incégnitas, el sistema es compatible determinado y su tnica
solucién es la trivial o impropia: 1 =29 =--- =2, = 0.

2. Si el rango es menor que el nimero de incognitas, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de parametros: soluciones propias.

Si{aq, @z, -, a,} son una solucién, también es solucién {Aaq, Aag, - -+, Ay, } con X # 0.
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Sistemas de Ecuaciones lineales 3.5 Técnicas de solucion de sistemas

3.5. Técnicas de solucion de sistemas

3.5.1. Método de Gauss

El método de Gauss consiste en transformar el sistema dado en otro de forma triangular equivalente.
Para obtener el sistema triangular se aplican las transformaciones elementales ya estudiadas.

= Intercambio de ecuaciones.
= Multiplicar una ecuacién por un ntumero distinto de cero.
» Combinaciones lineales de ecuaciones.

Discusion del sistema

= Si al efectuar transformaciones elementales una de las ecuaciones queda reducida a conm # 0
entonces el sistema es incompatible.

» Si al efectuar transformaciones elementales una de las ecuaciones queda reducida a dicha
ecuacién se suprime.

e Si el niimero de ecuaciones l.i. es igual al nimero de incégnitas entonces el sistema es compatible
determinado.

e Si el nimero de ecuaciones L.i. es menor al nimero de incégnitas entonces el sistema es compa-
tible indeterminado.
3.5.2. Método de Gauss-Jordan

Es una modificacién del anterior que consiste en eliminar cada incégnita no sélo de las ecuaciones
posteriores a las que estamos utilizando, sino también de las anteriores (es decir dejar una incégnita por
ecuacioén en el caso de que coincidan).

Trabajando con matrices, se simplifican los calculos:

Ejercicios

Resolver el sistema siguiente:

doe + 2y — 4z =
20 — 2y + 4z =
20 — 3y + 22 =
4 2 —4|6 2 1 -2|3 1 -1 20 1 -1 2|0
2 -2 40 ~[1 -1 2(10])]~12 1-2|3|~(0 3—-6/3 ]|~
2 -3 2|3 2 -3 2|3 2 -3 2|3 0 -4 410
1 -1 2|0 1 -1 20 1 -10| 2
~ 10 1-211)~(0 1-=-2|1|~[0 10|-1]~
0 -1 1|0 0 0 -1]1 0 01-1
100] 1 z =1
~ (0101 | = vy =-1
001]-1 z =—1

La solucién es ‘x =1l,y=-1,z2z= —1‘

3.5.3. Calculo de la matriz inversa

sea A € M, (K)con det(A) # 0, aplicando la definicién de matriz inversa 3B € M, (K) tal que
A-B=B-A=1,.

ail @12 "+ Gln T11 T12 - Tin 1 0 0
ag a2 - G | | w21 T2 - w2 | _ [ O 1 0
Anl Ap2 *-° Qpn Tnl Tn2 ' Tnn 0 0o --- 1
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Sistemas de Ecuaciones lineales 3.5 Técnicas de solucion de sistemas

Al multiplicar e igualar las matrices resultantes, se plantean n-sistemas de ecuaciones lineales con n-
incognitas, en los cuales la matriz de los coeficientes es A:

I11 1 T192 0 Tin 0

o1 0 22 1 Ton 0
. — : A. — AL —

Tt 0 n2 0 Tom 1

Las transformaciones elementales en los n-sistemas seran iguales, ya que la matriz de los coeficientes es la
misma, lo que cambia es la columna de los términos independientes.

La forma practica de resolverlo es colocar la matriz unidad a continuacion de la matriz de los coeficientes
y realizar las transformaciones elementales a la vez en las dos matrices, hasta conseguir que la matriz de
los coeficientes se convierta en la matriz unidad I,, . La matriz que resulta a su derecha es la inversa de A.

aip a2 -+ aip| 10 - 0 10 -+ 0 |bi1 bz -+ bin
ag az -+ axp|0 1 -0} [ 0 1 - 0 |ba bag -+ bop
apl Ap2 *** Gpp| 0 0 -+ 1 0 0 -+ 1 |bp1 bp2 -+ ban
La matriz inversa:
bi1 biz - bip
AL — [ b2 b2 oo Doy
bn1 bp2 -+ bnn
Ejercicios
3 2 -1
Hallar la matriz inversade A= 1 —2 1
0 3 2
La matriz A es cuadrada y su determinante es igual a:
3 2 -1 32 -1
1 -2 1|=[40 oz_‘ég:_%
0 3 2 67 0
por lo tanto existe inversa de A.
32—1100 1 -2 1|010 1 -2 10
1 -2 1|010 32—1100~08—41—30~
0 3 2001 0 3 2001 0 01
1-2 1] 0 10 1 -2 1 1 0
~10 2 -1/1/4 =3/40 |~ [0 6—33/4—9/4 0]~
0 3 2| 0 01 0 -6 —4 -2
1 -2 1 0 1 O 1 -2 1 1 0
~[0 6 -3|3/4-9/4 0]~|0 6—3 34—94 0]~
0 0 -7(3/4 —9/4 -2 0 0 3/28 9/28 2/7
1 -2 1 0 1 -20 3/28 19/28 —2/7
~l0 2-1| 1/4 =3/ 4 0 20| 4/28 —12/28 2/7 | ~
0 0 1]-3/28 9/28 2/7 0 01]-3/28 9/28 2/7
100 7/28 7/28 0 100 1/4 1/4 0
~1010 2/28 —6/281/7 | ~(010| 1/14 -3/14 1/7
001/-3/28 9/28 2/7 001|-3/28 9/28 2/7

Entonces:

1/4 1/4 0
ATl = ( 1/14 —3/14 1/7)
—3/28 9/28 2/7

3.5.4. Sistemas con parametros

Para finalizar el tema resolveremos un problema general de sistemas de ecuaciones.
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Sistemas de Ecuaciones lineales 3.5 Técnicas de solucion de sistemas

Ejercicios

Discutir y resolver el sistema segtn los valores del pardmetro a:

2(a+ 1)z +3y +az = a+4
(da—Dzx+(a+1)y+(2a—1)z = a+2
(ba—4)zr+(a+1)y+Ba—4)z = a—1

Llamamos A a la matriz de los coeficientes y A* a la matriz ampliada:

24+2 3 a 20+2 3 a
A= 4a—-1a+1 2a—1 A = 4a—-1a+1 2a—1
5a—4 a+1 3a—4 5 —4 a+1 3a—4

a+4
a+2
a—1

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
20+2 3 a
4da—1 a+1 2a—-1
oa—4 a+1 3a—4
El rango de la matriz A es 3 si su determinante es distinto de cero, por lo tanto igualamos el detA =0y
las soluciones de la ecuaciéon son: a =1, a =2y a = 3.

Discusion del sistema

1¢T caso

Para todo a € R\ {1, 2,3} el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada
y coincide con el nimero de incégnitas, por lo tanto el sistema es compatible determinado. La solucién
la calculamos por las férmulas de Cramer.

202 — 4a — 15 a+18 a?—a—17
r= ——"

|A| = =a®—6a’>+11a—6 = (a — 1)(a — 2)(a — 3)

= Z = — ¢ —_—
a’>—5a+6 Y a’>—5a+6 a’>—5a+6
Si a = 1 efectuamos el estudio de los rangos de las matrices:

43 115 12 -10 1 2 -110 1 2 -1/0 1 2 -1]|0
32 14| ~(43 1|5]~({0-55[5|~[0-111])]~10-11]/1
0 32 114 0 -4 4|4 0-1 1|1 0 0 010

12 -1
El rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada y es dos, aplicando el teorema
de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible indeterminado la soluciéon depende de un pardmetro:

29 caso

T =2-A
Solucién: { y = ;1+)\ YAeR
z =

3°T caso
Si a = 2 efectuamos el estudio de los rangos de las matrices:

6 3 2|6 6 3 2|6
7336 ~(101]0
63 2|1 000|-5

El rango de la matriz de los coeficientes es igual a 2, tiene dos filas linealmente independientes o el orden
maximo de sus menores no nulos es 2 y el rango de la matriz ampliada es 3, las tres filas son linealmente
independientes.

Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es incompatible .

Si a = 3 efectuamos el estudio de los rangos de las matrices:
8 3 3|7 8 3 3|7
11 4 —5|8 | ~| 11 4 —5| 8
2 00 0|6
El rango de la matriz de los coeficientes es igual a 2, tiene dos filas linealmente independientes o el orden
maximo de sus menores no nulos es 2 y el rango de la matriz ampliada es 3, las tres filas son linealmente

11 4 -5
independientes.
Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es incompatible .
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