CAPITULO D

GEOMETRIA

5.1. Geometria afin

@ Dados los puntos P(—3,5,6) y Q(2,—1,4):

a) Calcular las componentes del vector ]@

b
c
d

Escribir el espacio vectorial engendrado por el vector PQ} ;, Qué dimension tiene?

)
)
) Calcular el punto medio del segmento PQ).
)

C
Hallar las coordenadas de los puntos que dividen el segmento P(Q) en tres partes iguales.

a) Calcular las componentes del vector ]@

PO = (2,-1,4) — (~3,5,6) = (5,6, —2)

b) Escribir el espacio vectorial engendrado por el vector ]@ ;,Qué dimension tiene?

]%;ubespacio vectorial estd formado por todos los vectores que son combinacién lineal del vector
P

fz{?EVg‘?z@-ﬁVaGR}

La dimensién del subespacio lineal es

¢) Calcular el punto medio del segmento PQ
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5.1 Geometria afin Geometria

= Vectorialmente:

OM — 0P + - 1@ ~3,5,6) +%(5,—6,—2): 0

5 1 M
=(-3,5,6 - -3,-1)=(—=,2,5
( ) b )+<27 b ) ( 27 ) )

s Férmula:

-3+2 5+(—-1) 6+4 1
M M(-=,2
() = ()

1
Las coordenadas del punto medio son M (—57 2, 5>

d) Hallar las coordenadas de los puntos que dividen el segmento PQ en tres partes iguales.

Vectorialmente:

ON, — OP + 1@ ~3,5,6) ;(5,—6,—2): “

5 2 416
= (=3,56)+ (=,-2,-2) = (-2,3, =
( ”)+<3’ ’3) <3”3>

Vectorialmente:

ONy = OP + 2 1@ ~3,5,6) +§(5,—6,—2):

10 4 1. 14
3,5,6 4= ) =(=1,=
( ) <3’ ’ 3) (37’3)

16 1 14
Los puntos que dividen al segmento en tres partes iguales son N ( 3,37 3 > y Ny (5, 1, ?>

(2) Dados los vectores uf = (0,1,3),u3 = (2 —a,1,a) y u3 = (3,1,a):

a) Estudiar, segin los valores del pardmetro a, cuando forman una base de Vj.

b) Hallar la ecuacién vectorial del plano m determinado por los vectores TEERTES y el punto P(2,—3,4)
para a = 4.

c) Hallar la ecuacién general del plano 7.

a) Estudiar, segun los valores del pardmetro a, cuando forman una base de Vj.
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Geometria 5.1 Geometria afin

La dimensién del espacio vectorial es dimV3 = 3.
Tres vectores linealmente independientes forman UNA base de V3.

Forman base si rang(zﬁ , s , 273,)) = 3. No forman base, vectores linealmente dependientes, si

0 1 3
det(M)=]2-a 1 a|=0
3 1 a
0 1 3 0 1 0
M=\ 2=a 10 || 2= 1 ams[—n] 250 BEY] o] 250 1)-
3 1 a 3 1 a—3
— (a—3)(a+1)
=3
det(M):0<:>{a
a=—1

‘ Sia € R\ {—1,3}, vectores linealmente independientes. Base del espacio vectorial V3 ‘

‘ Sia= —1 o0 a=3, vectores linealmente dependientes. NO forman base del espacio vectorial V3 ‘

b) Hallar la ecuacién vectorial del plano 7 determinado por los vectores ui, b y el punto P(2,-3,4)
para a = 4.

Si a = 4 entonces uj = (0,1,3) y b = (—2,1,4), los vectores son linealmente independientes, no son
proporcionales, forman un plano vectorial.

El plano afin determinado por el punto P y los dos vectores: m = (P; ul , 275)

X
Ecuacién vectorial del plano 7. Sea X un punto genérico o

del espacio: p =

X en Ela,ﬁERtalqueP—XZ:am)—i—ﬁqu) "
entonces:

Wzaﬁ—():ﬁerT{qLB@, V(Q,B)ER20W57:?+QE{+5@, Y(a, B) € R?

c¢) Hallar la ecuacién general del plano 7.

En componentes: (z,y,2) = (2,—-3,4) + «(0,1,3) + 8(—2,1,4)

z=24+0a-0+3-(-2)
y=-3+a-1+p6-1 Ya,B € R
z=4+a-3+8-4

Ecuaciones paramétricas del plano: | ©

a-0+8-(-2)=z—-2

Despejando: S a-1+5-1=y+3 . Es un sistema de dos tres ecuaciones con dos incégnitas,
a-3+p-4=2—-4

(ar, B) que es compatible determinado.
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Geometria

5.1 Geometria afin
0 -2 o x—2
Escribiendo en forma matricial el sistema: 1 1 . < > =1 y+3
p _
3 4 z—4
0 -2
Matriz de los coeficientes: M = | 1 1
3 4
0 -2 |x-2
Matriz ampliada: M*=| 1 1 |y+3
3 4 |z—-4

Por el teorema de Rouché-Frobenius: rang(M) = rang(M™)
LINEALMENTE INDEPENDIENTES). Entonces det(M*)

0 -2 z—2 . B

MY =1 1 y+3 :@—2)-‘3 4‘—(y+3)-‘3 i
3 4 z-4

(42— (y+3) 6+(2—4)-2=0=—2—6y+22—28=0

o
N
_|_
—~
N
I
~
—_
[

‘La ecuacion general del plano es m = x — 6y + 22 — 28 = O‘

- —3 -1
@ Sean el plano m = ax + 2y —4z =b y la recta r = IT = y_4 =z+4+3
a) Con a =1, estudia la posicion relativa de la recta y el plano.

b) Siguiendo con a =1, calcula b para que el punto (3,1,—3) pertenezca a la recta y al plano.

¢) Determina los valores de a y b para que la recta r esté contenida en el plano .

a) Con a =1, estudia la posicion relativa de la recta y el plano.

Estudiar la posicion relativa de recta plano es hallar si tienen punto(s) en comun o no.

r =344«
La recta en forma paramétrica: r = ¢y =1—4a Vo € R. Los puntos situados en la recta tienen
rT=-3+a«

, sustituyendo en la ecuacién del plano 7:

de coordenadas | P(3 + 4a, 1 — 4o, —3 + «)

3+4a+2(1 —4a) —4(—3+ a) = b= 8a = 17 — b entonces /

17 —
a:%b:VbERexistea

‘ La recta y el plano tienen un tinico punto en comfm‘

b) Siguiendo con a =1, calcula b para que el punto (3,1,—3) pertenezca a la recta y al plano.

El punto P(3,—1,3) € r (fijarse en la ecuacién de la recta r para a = 0).

Dos formas de proceder:
7T—0

= Con el apartado anterior P € r <= « = 0. Entonces 0 = 5 = b=17
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Geometria 5.1 Geometria afin

= El punto P € rN7 entonces sus coordenadas deben verificar la ecuacién del plano 7, sustituyendo:

3424+ 12=0b=10b=17

El punto P pertenece a la recta y el plano si b= 17

c¢) Determina los valores de a y b para que la recta r esté contenida en el plano .

La recta esta contenida en el plano, r C 7 si todos los puntos de la recta pertenecen al plano:
= sustituyendo en la ecuacién del plano:

a(3+4a)+2(1 —4a) —4(-3+a)=b= (4a—12)a=b—14 - 3a

4a —12=0 r
» la ecuacién tiene infinitas soluciones si y , en- /
s

b—14—-3a=0
toncesa=3yb—14-9=0=—=b=23

La recta esta contenida en el planosia =3y b= 23

@ Sean los puntos A(1,1,1), B(a,2,b) y C(1,0,0)

a) Cona =2, calcula b para que los tres puntos determinen un plano que pase por el punto P(2,0,1)
s Cudl es la ecuacion de dicho plano?

b) Calcula los valores de a y b para que los puntos A, B y C estén alineados.

a) Con a =2, calcula b para que los tres puntos determinen un plano que pase por el punto P(2,0,1)
¢ Cudl es la ecuacion de dicho plano?

Un plano viene determinado por un punto y dos vectores linealmente independientes:

C(1,0,0)
= (C,E,zﬁ) —r={AD = (1,1,b—1)
A0 = (0,-1,-1)

El punto X (z,y, z) € 7 si y sélo si los vectores C’—X2 , ﬁ, zﬁ son linealmente dependientes, es decir,
rang(C—Xz,E,@) = 2.

1 1 b-1|=0=b-2)(z—-1)+y—2=0
0 -1 -1
El punto P(2,0,1) € m, las coordenadas del punto satisfacen la ecuacién del plano:

b-2)2-1)+0-1=0=1b=3

P ensib=3ylaecuacion del planoest=x+y—2—1=0

b) Calcula los valores de a y b para que los puntos A, B y C estén alineados.
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5.1 Geometria afin Geometria

Los puntos A,B y C estan alineados si los vectores E y z@ son linealmente dependientes,
rang(AB, AC) = 1. Las componentes de los vectores son proporcionales:

Agz(a—l,l,b—l) ; a—1 1 b—1 a=
entonces =—=—
Aié':(o,—l,—l) 0 -1 -1 b=2

‘Los puntos A, B y C estdn alineados sia=1y b= 2 ‘

r—y=-—1

@ Dados el punto A(1,1,1) y la recta r = { Calcula:

y—z=1

a) Un vector U director de la recta r.

b) El plano 7 que contiene a la recta v y al punto A.

a) Un vector U director de la recta .

La recta viene expresada como interseccion de dos planos secantes, los puntos del espacio que per-
tenecen la recta son la solucién del sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas:

r=—-1+a

z=-1

} = { 1 i = Tr= Y= « .Ecuacién paramétrica de la recta r.
z2=—1+

/ z=—-14+«

<
Il
—N

)
< |
(NS
x|
I

UN vector director de la recta es u; = (1,1,1)

b) El plano 7 que contiene a la recta v y al punto A.

= Haz de planos de arista la rectas r: {x —ytlHAy—2-1) = O} VA eR.

y—z—1=
» El punto A(1,1,1) € 7 entonces sus coordenadas deben cumplir la ecuacién del plano, sustitu-
yendo:
1-14+14+XM1-1-1)=0= 1-A=0=2X=1

Sustituyendo en el haz de planos: t=2z—y+1+1-(y—2—-1)=0=2—2=0

‘ La ecuacién del plano mes ¢ — 2 =0 ‘

@ Un plano m determina sobre la parte positiva de los ejes OX, OY y OZ tres segmentos de longitudes
2, 3 y 4 m respectivamente.
a) Hallar la ecuacion del plano .

b) Hallar la ecuacion de la recta v que contiene a los puntos A(2,0,3) y B(0,6,a) y estudiar la
posicion relativa de w y r segun los valores de a.

c¢) Para el caso a = 2, hallar el punto donde se cortan m y r.
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Geometria 5.1 Geometria afin

a) Hallar la ecuacion del plano .

» El plano viene determinado por los puntos P(2,0,0), Q(0,3,0) y R(0,0,4), puntos de corte con

los ejes de coordenadas.
z

» Ecuacién segmentaria del plano: g + % + 1= 1

La ecuacion del plano 7 es 6z + 4y + 32— 12 =10

b) Hallar la ecuacion de la recta v que contiene a los puntos A(2,0,3) y B(0,6,a) y estudiar la posicion
relativa de ™ y r segun los valores de a.

A(2,0,3
= Larecta viene determinada por UN punto y UN vector director, no nulo: r = _>( %
u, = AB = (—2,6,a — 3)
r=2-2«
= Ecuacién paramétrica de la recta r = ¢ y = 6c Va € R

z2=3+ (a—3)
» La posicién relativa de la recta y el plano viene determinada por si hay punto(s) en comun o

no.
Las coordenadas de todos los puntos situados en la recta son

(2 —20,60,3 + (a —3)a), Va e R (5.1)
sustituyendo en la ecuacién del plano:

6(2—2a)+4-(604)4-3[3—1—(@—3)04} — 12— 12— 120 + 24a + 9 + 3(a — 3)a = 12

(12+3a—9)a = -9 = 3(a+ a = -9 = (a + 1)a = 3] (5.2)

(] si entonces Va € R, 0 = —3, NO TIENE SOLUCION. Interpretacion geométrica:

‘ El plano y la recta NO tienen ningin punto en comun. El plano y la recta son paralelos. ‘

[] entonces existe una tnica solucién para el parametro .

El plano y la recta tienen UN UNICO punto en comun. El plano y la recta son secantes.

¢) Para el caso a = 2, hallar el punto donde se cortan m y .

Sustituyendo en (5.2): 3a = -3 =
Sustituyendo en (5.1): El punto de interseccién es C(4, —6,4)

‘La recta r y el plano 7 se cortan en el punto C(4,—6,4) ‘

+3 _ y+3 re
@ a) Demostrar que las rectas r = x 5 = yT =z2z4+3ys=qy=AX\ determinan un
z = =T+ 2\

plano 1. Hallar su ecuacién.

b) Estudiar al posicién relativa de los planos w1, ma = bx+2y+7z—4 =0y 73 = x+2y—32—10 = 0.
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5.1 Geometria afin Geometria

= =24 A
3 3
a) Demostrar que las rectas r = % = % =z+3ys=qy=2A determinan un plano
z=—T7+2\

7. Hallar su ecuacion.

Dos rectas determinan un plano en el espacio si verifican una de las siguientes opciones:

= Las rectas son secantes: r N s = punto » Las rectas son paralelas estrictas: r || s
P(-3,-3,-3 -2,0,-7
Posicion relativa de dos rectas en el espacio: "I“ = _>( 3,3 s = g( ,0,=7)
ur = (2,3,1) vs =(1,1,2)

Los vectores directores no son proporcionales:

rang(w, ¥) = 2, las rectas NO SON PARALELAS |.
Estudio del rang(, v, ]@) siendo ]@ = (1,-3,4):

12 2 12 2 12 2
23 1 |~[01 =3]~[01 =3 | = |rane(@,7,PQ) =2
13 —4 02 —6 00 0
Las rectas son secantes, determinan un plano
X

El plano 7 viene determinado por un punto, P, y los dos vectores directores de las rectas.
Xen rang(ﬁ,?,ﬁ) =2= det[ﬁ,ﬁ,?] =0

T+3 y+3 243
2 3 1 |[=5(x+3)—-3y+3)—1-(24+43)=5x—3y—2+3
1 3 -4

La ecuacién del plano es 71 =bx — 3y — 2z + 3 = 0‘

b) Estudiar al posicién relativa de los planos w1, mo = 5r+2y+72—4=0ym3=x+2y—32—10=0.

Sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas.
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12 3|0, 1 2 -3 10 . 1 2 -3| 10
5 -3 —1| -3 | 7P g i3 14| os3 | B2 0 65 70 | —265 | ~
5 9 7 |4 )REhENE g 5 g | 7 ) BEBSE o 65 104] 91

1 2 -3 10 1 2 -3 | 10 T =
o~ —13 14 | —53 ~ 0 —13 14 | —53 — qy=3
=it \ o 0 174 | —174 0 0 1| -1 S
rang(M) =3 m
rang(M*) = 3 TR Sistema compatible determinado Q-

Ntumero de incégnitas = 3 5

2

‘ Los tres planos se cortan en UN PUNTO: m; N Ny = Q(1,3,—1) ‘

Seaelplanowzkx—erQz:lylarectarzi:erl:

SRRV

a) Estudiar la posicién relativa del plano 7 y la recta r segin los valores del pardmetro k € R.

b) Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta r y pase por el punto P(1,1,1).

a) Estudiar la posicién relativa del plano 7 y la recta r segtin los valores del pardmetro k € R.

‘ Forma vectorial: ‘

Ecuacién vectorial del plano m:

xr = [0
kr —y+22=1=—=y=—1+kz+2z2=—=n=<y = —1 +ka +28 V(a,p)cR?
z = B
{Q(O,—I,O)
o
U =(—6,1,2)
R(0,—1,0) Rang(W, U, W) =2 <= det[u,V, W] =0
m:8 ¥ = (1,k,0)
o = (0,2,1)
1 k0
0 21 :E ;‘—kz‘_ofi ;‘:3—61620: k::%
—6 1 2

Wk € R\ {1/2}]

Rang(®, "/, w) = 3, la recta y el plano se cortan en el \Q
punto @ que pertenece a la recta y el plano.

.
.
LN
.

[rnm=0Q(0,-1,0)] \
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[ ] ]»{j:1
2

la recta y el plano son paralelos
Rang(, ¥, W) = 2 entonces o

la recta estd contenida en el plano: r C 7

Tienen un punto en comtn ) = R entonces: )
Si k= % la recta r, esta contenida en plano 7 /

b) Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta r y pase por el punto P(1,1,1).

Ecuacién del plano o que contiene a la recta r y el punto P € o:

‘ Primer método: ‘

El plano o pertenece al haz de planos de arista

T z r=—6y—06 r+6y+6=0
TE—:y+1:—:> _—r =
—6 2 2x = —62 z+32=0

r+6y+6+Az+32) =0, VAeR
z+3z2=0
13

4
Sustituyendo en el haz: 4o + 24y +24 — 132 —39=0=— 3z — 8y + 13z — 8 = 0.

Segundo método: ‘
Q0,-1,0) er

El plano 0 ={ ¥ = (—6,1,2)  viene determinado por un punto y dos vectores linealmente inde-
QP = (1,2,1)

pendientes. Sea X(x,y,z) € o, el rang(]?)_(), , Cﬁ)’) =2

El haz de planos de arista la recta r = {

Pcoentonces 1 +6+6+A1+3)=0=|)\=

r y+1 =z
co=|-6 1 2=0= —32x+8y+1)—-132=0=0=3x—-8y+132—-8=0
1 2 1

La ecuacién del plano es 0 =3z — 8y + 132 —8 =10

@ Hallar la recta paralela a los planos 7 = 2z + 5y — 2 = 2 y mg = 6x — y + 2z = 8 que pasa por el
punto P(1,5,—3).

‘ Primer método: ‘

Los planos 71 y w2 no son paralelos (coeficientes no proporcionales). Su interseccién es la recta s =
2045y —2=2
6r —y+2z=28

La recta r es paralela a m y o, es decir, es PARALELA a la recta s interseccién de los dos planos:
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La recta s en forma paramétrica (resolver el sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas):

T = (0%

2 5 —1]2 25 1] 2 25 —1[2 N D

(6—1 1‘8>N(84 0‘10)”(42 0‘5):>3: y=3 - 2avaeR
zfi—&)z

Un vector director de la recta s es | v, = (1,—2,—8) |y 7 || s entonces v, es un vector director de 7.

P(1,5,-3)

La recta r: ) s
Un vector director: v = (1,—2, —8)

. x
La recta r en forma continua: » = = =

Segundo método:

oy || 7
La recta r es la interseccién de los planos, o1 y 02 que pasan por el punto P tal que { vlim

oy || m2

La ecuacién de todos los planos que pasan por el punto P: ‘A(x —1)+By-5+C(z+3) = 0‘

o1 || m1 | condicién de planos paralelos (coeficientes proporcionales): o1 = 2(xz—1)+5(y—5)—1(2+3) = 0.

condicién de planos paralelos (coeficientes proporcionales): o9 = 6(x—1)—1(y—5)+1(2+3) = 0.

Desarrollando:

2z 4+ 5y — 2 =30
6r —y+2z=-2

La recta r en forma de interseccion de dos planos: r = {
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