cAPiTULO 1

CALCULO DIFERENCIAL

1.1. Continuidad y derivadas

2
(¢40a) siz<-1
@ Sea la funcién f(z) = i

v +2

six>—1

a) Hallar, razonadamente, el dominio méximo de la funcién.

» Si z < —1 entonces fi(z) = ( + a)?, el dominio maximo de la funcién f; es R por lo tanto el
dominio es Dy, =R N (—o0, —1] = (—o0, —1].

bx
» Sixz > —1entonces fo(r) = ——, el dominio maximo de fs es {:c € R‘x+2 > 0} = (—2,400
f2( ) \/m f2 ( )
por lo tanto el dominio es Dy, = (—1,400) N (=2, +00) = (—1,+00).

Dj = (—00,—1] U (=1, +00) =R

b) Hallar la relacién que existe entre los parametros a,b € R si la funcién es continua en x = —1.

Definicién de funcién continua en z = —1
» —1€Dsy f(-1)=(-1+a)*=(a—1)%
» Existencia del limite:

1f = lim f(—=1—h) = lim (-1 — 2= (a—1)?
lim  f(w) = lim f( h) = lim ( h+a)”=(a—1)
. o . b(=14+h)  —b
N e N S

3 lim f(z) <= (a—1)*=—b

rz——1

La funcién es continua en 2 = —1 si se cumple (a — 1)2 +b =0




1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

¢) Demostrar que si b > 0 entonces la funcién en © = —1 presenta una discontinuidad de salto
Va € R.
Si b > 0 entonces Her f(z) = —b es siempre |[NEGATIVO | y el limite por la derecha es
z——1

igual a|(a —1)> > 0, Va € R|, el limite global NO EXISTE, la funcién presenta en x = —1 una
discontinuidad de salto (existen los limites laterales son finitos pero distintos).

3zl +sin?z+2 sizx<0
(2) Dada la funcién f(x) = { ¥z +2acosz si0<z <
r4+b—2 siTt<z

a) Hallar los valores de a y b para que f(x) sea continua en todo R.

= Dominio de la funcién: Dy = (—o00,0] U (0,7) U [r,+00) = R, las tres funciones a trozos son
funciones de dominio maximo los reales.

» Vz € R\ {0,7} la funcién es continua por ser suma, producto y composicién de funciones
continuas.

= En serd continua si 3 ig% f(z) = f(0) = 2 (definicién de continuidad).

Limites laterales:

lim f(z) = lim f(0—h) = }111310(3# +sinh +2) =2

z—0~

lim f(x) = lim f(0+h) = }%(%Hacos h) — 2

z—0t

Jlim f(z) = f(0) =2 <= 2=2a =||a=1

z—0

La funcion es continuaen z =0si||la=1]||

= En serd continua si 3 lim f(z) = f(7) = V7 + b — 2 (definicién de continuidad).

T—T

Limites laterales:

lm f(z) = lim f(7 — h) = lim (% i+ 2cos(m — h)) — Y72
T h—0 h—0
lim f(z) = lim f(r +h) = lim (% Thtb— 2) — Vb2
st h—0 h—0
3im f(2) = f(m) = V7 +b-2 = Vn-2=Vr+b-5—

La funcion es continua en z = 7 si .

La funcién es continnaVr e Rsia=1y b =0

b) Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x) y definir la funcion derivada.
Si a # 1 la funcién no es continua en x = 0 y si b # 0 la funcién no es continua en x = 7, en ambos
casos la funcién NO es derivable en . =0 y en z = 7.

La funcién es continua para los valores obtenidos en el apartado anterior:

322 +sin®zx+2 siz<0
f(z)=¢ ¥ +2cosz si0<z<m
Jr—2 siTt<zx

4.



Calculo diferencial

1.1 Continuidad y derivadas

Si la funcién es continua en x = a entonces es derivable en & = «a si las pendientes de las tangentes
por la derecha y la izquierda son iguales:

mp- =mpr <= f'(a”) = f'(a")

Definimos la funcién derivable excepto en los puntos t =0y x = 7

= En z = 0 la funcién es continua y las pendientes laterales son:

La funciéon NO es derivable en z = 0.

= En z = 7 la funcién es continua y las pendientes laterales son:

La funcién SI es derivable en z = 7y f/() =

La funcién derivada es f'(z)

1
3Yn2

six <0

62 + sin(2x)

1 . .
—xr 3 —2sinz si0<zx<m

- 1
3
3/ 2
2
xr 3

six=m

six >m

Wl =

6x + 2sinxcosx siz <O
777 sizr=0
1 2 . .
fl(x) = gac 3 —2sinx si0<z<m
777 siz=m
1 2 .
gx 3 six >

F07) =0

fot) =5 =230
y 1

1) =95
, 1

/ (7T+) = ﬁ

y su dominio Dy = R\ {0}.

@ Demostreu que la funcié polinomica f(x) = 2® — 6z +1/2 no pot tenir dues arrels reals en 'interval

[0,1]. Quantes arrels reals té a [0, 1]7 Raoneu la resposta.

La funcién es polinémica, continua y derivable en R.

Teorema de Bolzano en el intervalo [0, 1]

s La funcién es continua.

« F0)=v2>0y f1)=1-6+v2=5+v2<0.

Se cumplen las hipétesis del teorema de Bolzano por lo tanto:

dc € (0,1) tal que f(c) =0

En realidad el teorema de Bolzano mas el teorema de Rolle permite afirmar que el ntimero de ceros es

IMPAR.

‘La funcién NO puede tener DOS raices en [0, 1] ‘

Ceros de la funcién derivada:

flx)=322-6=0=2=+v2¢(0,1)

La derivada NO tiene ninguna raiz en el intervalo de estudio, como méaximo la funcién tiene UN cero en
(0,1), es decir, el cero que la tesis del teorema de Bolzano nos afirma.
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

La funcién tiene una UNICA raiz en [0, 1]

@ Demostrar que la ecuacion e 4+ 2 = x tiene solo una solucion real.

La ecuacién es equivalente a e™* 4+ 2 — x = 0. Definimos la funcién f(z) = ¢e™* + 2 — x de dominio R,
continua y derivable en R (composicién y suma de funciones continuas y derivables).

Tenemos que demostrar que I c € R tal que e +2 —c=0 <= e“+2=c.

Existencia. Teorema de Bolzano Si f es continua en [a,b] y f(a)-(b) < 0 entonces 3¢ € (a,b) tal que
fle)=0
» La funcién es continua en R.

1 1
= Imégenes: f(0) = ®+2—0=142>0; f(1) = e '+2—-1=—+1>0; f(2) = e ?+2-2= = >0
(& (&

‘ 1 1—é3
fB) =e?+2-3==-1=-1°

- <0
ed e3

» En el intervalo cerrado [2,3] se cumplen las hipdtesis del teorema de Bolzano, continua y

‘f(2) -f(3) < O‘ entonces existe, al menos, un cero (raiz) de la funcién en (2, 3).

Unicidad. Consecuencias del Teorema de Rolle Si la funcion es derivable y su derivada NO tiene
ceros reales entonces la funcién, como MAXIMO, tiene un cero.

» Funcién derivada: f'(z) = —e=* — 1.
» Cero(s) de la derivada: — (e*x + 1) =0 <= e* = —1. La funcién exponencial es estrictamente
positiva. La funcién derivada NO tiene ceros reales.

La ecuacién e”* 4+ 2 = z tiene una tnica solucién ¢ y ¢ € (2, 3).

(5) Sea la funcién f(z) = (22 — 3)e~?:

a) Calcular los puntos de la grafica de la funcién si la tangente es paralela al eje de abscisas.

b) Hallar la ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa z = 0.

a) Calcular los puntos de la gréfica de la funcién si la tangente es paralela al eje de abscisas.

El dominio méximo de la funcién es R y es continua y derivable en todos los reales (composicién
y producto de funciones continuas y derivables).

» Interpretaciéon geométrica de la derivada:
La deriwada de una funcion en un punto, si existe, es la pendiente de la tangente geométrica a
la grdfica de la funcion en dicho punto.
Si la recta tangente es paralela al eje de abscisas (condicién de paralelismo) la pendiente es
CERO, mp = f'(z) = 0.

» Derivada de la funcién: f/'(z) =2z -e % + (22 — 3)(—e %) = (—22 + 2z + 3)e™® (%)
Igualando a cero, (—2? 42z +3)e ™ =0y e ® > 0 por lo tanto —2% +2x +3 =0

2+V4+12 2+4 Jr1=3

2 2 IEQZ—l

22 -2 —-3=0=— 1=

Los puntos son: P(—1, f(=1)) = P(—1,-2¢) y Q(3, f(3)) = Q(3,6e73)




Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

b) Hallar la ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa z = 0.

» Punto de tangencia T(O, f(O)) = T(0,-3).

—~
*
~

» Ecuacién de la recta tangente (punto-pendiente): y— f(0) = my(x—0) siendo | mp = f’(O) =

sustituyendo
y+3=3(z—0)=y=3x—-3
sin? x six <0
@ Estudiar derivabilidad de la funcién f(z) = ¢ Va?+1 si0<x <1 en todo su dominio, dando
2
er 1 six>1

expresiones de la derivada donde exista.

Dominio:
Las funciones fi(z) =sin?z y f3(z) = ¢*"~! tienen de dominio R.

La funcién fo(xz) = Va3 + 1 tiene de dominio Dy, = {x € R‘x3 +1> O}. La solucién de la ecuacién
23+1=0esz = —1y lasolucién de la inecuacién es [—1,+o0c) = Dy, = [-1,+00)N(0,1) = (0,1)

‘El dominio de la funcién f(z) es R‘

Continuidad:

Siz € (—00,0)U(0,1) U(1,400) =R\ {0,1}, la funcién es continua por ser composicién de funciones
continuas.

Continuidad en = = 0, f(0) = sin? 0 = 0. Limites laterales:

lim f(x) = lim sin®z = sin®0 = 0
z—0— z—0

lim f(z)=1lmvaz34+1=1
r—0t x—0

Los limites laterales son diferentes entonces 7 11'1% f(x).
T—

‘ La funcién NO es continua en z =0 ‘

Continuidad en x = 1, f(1) = e!~! = ¢ = 1. Limites laterales:

lim f(x) = lim Va3 +1=+v2

r—1—

2
lim f(z)= lime® 1 =0
z—1t f( ) z—1

Los limites laterales son diferentes entonces 7 h’m1 f(x).
T—r

‘ La funcién NO es continua en z =1

Derivabilidad de la funcién
Siz e R\ {0,1} la funcién es derivable.
Enx =0y 2z =1, la funcién NO es continua por lo tanto NO es derivable.

La funcion derivada es:



1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

2sinzcosx = sin(2z) siaz <0

32
@) = d ———= si0<ax<l1
@) 2\/x§+1
2xe® 1 six >1

@ Dada la funcién f(x) = cos?(3x), hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a su grafica

T
en el punto de abscisa z = T

El dominio es Dy = R y es continua y derivable en todos los reales.

1\ 1
Punto de tangencia: f (%) = cos? (31) = cos? (E) = (—) =—.

12 4 V2 2
. T 1
Punto de tangencia P | —, =
1272

Derivada de la funcién. Pendiente de la tangente.

f'(z) = —2cos(3z) - sin(3x) - 3 L _3 sin(6x)

Por la interpretacion geométrica de la derivada: mp = f’ (%) = —3sin (g) =-3

Ecuacién de la tangente y de la normal. La normal es la PERPENDICULAR a la tangente enton-
1
ces mr-my = —1=mpy = 3 El haz de rectas que pasan por el punto P tiene de ecuacion,

y—yp=m(x—xp)

4‘ Razonamientos }7

(1) Férmula del dngulo doble: sin(2«) = 2sin « - cos a.

(8) Es considera la funcié f(z) = z|z|. Definiu les funcions i els dominis de f(z), f'(z) i f"(x).

Representeu-les graficament.

—22 siz<0

flx)y=4¢ 0 si z = 0. El dominio de la funcién es R y es continua en todos los reales.
z? siz>0
—2z six <0
flx)y=< 7777 siz=0.
2x siz>0
. Lo . . . F(07)=0
Por ser f continua en z = ( sera derivable si las pendientes laterales son iguales: (0% entonces

3f/(0) = 0. La funcién primera derivada es:

-8-



Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

—2x sizx<O0
f(x)=¢ 0 siz=0
2x six >0

Funcién segunda derivada:

-2 siz <0
f"(x) =< 77?77 siz =0. La primera derivada es continua en z = 0, efectivamente:
2 siz>0
, / T o _
Jm fr) =l (=20) =0 3 lim f'(x) = 1(0) = 0

lfm f'(z) = lim (22) = 0 .
Jim f(x) = lim (27) =

(Existe £7(0)? Por ser continua, las pendientes de la primera derivada deben ser iguales:

"(07) = 2
{f (07) entonces #f”(0) y el dominio es Dy» = R\ {0}. La funcién segunda derivada es:

F1(0%) =2
f”(x){2 six <0

2 siz >0
Gréficas:
f(=) ()
(@)
3
(9) Considereu les dues funcions f(z) = —%_H ig(x) = % — 4% + 3z + 5.

a) Escriviu l’equacié de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt d’abscissa x = 0. Escriviu
també l’equacid de la recta tangent a la grafica de g(x) en el punt d’abscissa x = 0.

Dy =R\ {-1}
D, =R

Dominios: Los dominios maximos de las funciones son: { . Las funciones son

derivables en todo su dominio.

Teoria: la derivada de una funcién en un punto, si existe, es la pendiente de la recta tangente a la
funcién en el punto

Funcién f: El punto de abscisa = 0 tiene de coordenadas P(0, f(0)) = P(0,—1), la recta tan-
gente es y — (—1) = myp(x — 0) siendo mp = f(0).

1
Derivando la funcién: f'(z) = CENIE — mp = f'(0) = 1.
T
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

La ecuaciéon de la recta tangente y + 1 =2 —=z—y—1=0.
Funcién g: El punto de abscisa 2 = 0 tiene de coordenadas Q(0, g(0)) = Q(0, 3), la recta tangente
es y — (3) = myp(z — 0) siendo mp = ¢'(0).
Derivando la funcién: ¢'(x) = 2% — 8z + 3 = m¢ = f/(0) = 3.
La ecuacién de la recta tangente y — 5 =3r = 3z —y + 5= 0.
Las ecuaciones de las rectas tangentes a f y ¢ son, respectivamente, t —y—1=0y 3z —y+5=0

b) Calculeu els valors de A per als quals la tangent a la grafica de f(x) i la tangent a la grafica de g(x)
en els punts d’abscissa x = A son perpendiculars. Per a cada un d’aquests valors de A calculeu el
punt d’interseccio de les dues tangents.

Los puntos de tangencia son, respectivamente, P(\, f(A)) y Q(X, g(A)). Si las tangentes son perpen-

diculares se cumple que el producto de sus pendientes es igual a menos uno, mp - mp = —1.
Interpretacién geométrica de la derivada: f'()\) - ¢'(\) = —1, sustituyendo en las funciones
derivadas:
1

2 2 2 2
B (A" =8A+3) — A" —8X+3 A A-1=X-3X+2=0

3+£0-8 3+1 JA=l
2 2 A=2

A

Las tangentes son perpendiculares para ‘ A=1lyA=2

Ecuaciones de las tangentes:
1 13 1
P (1, —§> y Q <1, ?) y las pendientes: mp = f'(1) = 7me = g(1)=—-4

Puntos de tangencia: 1 1 1
P <2, —§> y Q' (2, —) y las pendientes: mpr = f/(2) = g meQ = g(2)=-9

3
Ecuaciones:
1 1 1 3 1 1 1 5
Tp = —=—(x—-1 =—-x—-— Tp = —=—(x—2 =—x— =
p=y+5=@-1) =y= o-7 pEytg=g@-2) =y=gr-g
13 25 11 47
To Ey—?:—ll(a?—l) :>y:—4x+§ Ty Ey—§:—9(:ﬂ—2) :>y:—9x+§
Punto de corte de las tangentes: Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales.
1 3
Y= -7 1 3 25 109
1 4 = o =—do+ - =5z =109 = z=—
y = —dr + 5 4 4 3 51
it q 1 . ., 1 104 3 . 11
sustituyendo en la primera ecuacién: y = - - — — - =——
Y P YS1h 1 YT T

109 11
El punto de interseccién de las dos tangentes es || M (— ——>

51 51
1 5
Y=3%" 3 1 5 A7 73
9 9t = r--=y=-9r+ =8r=46=0= "
7
g T 9" 9 3 a1
Y= x+3
dtwvendo en L ord .17 5 w
sustituyendao en la primera ecuaclon: y = 9 1 9 — Yy = 123

73 44
El punto de interseccién de las dos tangentes es || N (—, ——>

-10-



Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

202 — 3z — 14
————— siz <0
L L i e+ 2z
Sea la funcion definida a trozos: f(x) = “ siz—0
x+1 .
e 2 siz >0

a) Hallar, razonadamente, el dominio mdximo de la funcion.

La funcién f(z) estd definida a trozos:

» Sixz <0, la funcién es racional y Dy, = {x € R‘x <OAZ? 422 # 0}. Resolviendo la ecuacién

=0
de segundo grado: 2 + 2x = z(z + 2) = 0 = ! 9 es decir, | Dy, = (—00,0) \ {-2}
T =—

= Siz =0 entonces f(0) =a = 0¢€ Dy.

= Si x>0, la funcién es exponencial de un polinomio: | Dy, = {x € R‘x > 0} = (0, +o0)

El dominio de la funcién es:

Dy =Dy, U{0}UDy, =R\ {2} (L1)

b) Estudiar la continuidad y clasificar los puntos de discontinuidad.

La funcion es continua en su dominio maximo, excepto en & = 0, por ser cociente y composicién de
funciones continuas.

» En x = -2 ¢ Dy la funcién es discontinua.
202 — 3z —14 3 2x — 7 20 —7 11
lm f(z) = lm 22 30— 8 g GroDles g o7 U
T——2 T——2 x2 + 2% IND z——2 .%'M T——2 T 2

La funcién presenta en z = —2 una discontinuidad evitable.
s Ene=0€Dry f(0)=a:

20— h)—7 -7

1 =1i —h)=lm ——+— = — =
Mg S@) =i JO = h) = Jig = = = e
. Y e hil 1

i S0 = SO+ = fimye s =

Un limite lateral es infinito, la funcién presenta una discontinuidad asintética en z = 0.
¢) ¢Euxiste algiun valor de a tal que la funcion sea continua en x = 07
Por ser discontinua asintética en x = 0, no existe ningtin valor de a para ser continua en z = 0.

d) Hallar las tangentes a la funcion en los puntos de abscisa x = —1 y x =3

243-14
-Enx:—lyf(—l):;

tiene de ecuacién: y — 9 = myp(xr — (—1)). Por la interpretaciéon geométrica de la derivada,
mp = f'(=1). .
Derivada de la funcién si x < 0: f'(z) = 5 y f'(-1) =T:

x

=9, el punto de tangencia es P(—1,9) y la recta tangente

Ecuacién de la recta tangente: y —9=7(x +1) = 7Tr —y + 16 =0

-11-



1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

» Enz =3y f(3) = et = 2, el punto de tangencia es Q(3,e?) y la recta tangente tiene de
2 = mp(x — 3). Por la interpretacién geométrica de la derivada, my = f/(3).
2
e
E.

ecuacién: y — e

P 1
Derivada de la funcién si z > 0: f/(x) = e 3V 1'(3) =

2
e
Ecuacién de la recta tangente: y — e = 5(:6 —3) =€’z —2y—e=0

asen(z) — xe®

@ Sabiendo que h’n% es finito, calcular el valor de a y el del limite.
T—

22

. asen(x) —ze® ¥ . acosx— (e +xe®) a-—1
lim ————5—— == lim =
z—0 €T L’Hép z—0 2z 0

El enunciado afirma que el limite es finito, sélo se verificara si ‘ a—1=0 <<= a=1 ‘ entonces la inde-

terminacion es 0

lm sen(x) — xe”® i iy S8~ (e* + ze”) i 1 i —SeBE — (e* 4 e¥ + ze”) _ 1 (—2) = -1
z—0 2 L'Hop #—0 2r L'Hop 2 x—0 1 2

El limite es finito si |||a = 1||| y el limite es: ||| lim
z—0 x

(2 Estudiar la monotonia de la funcién f(z) = (x> — 3)e™*.

Dominio maximo: La funcién es producto de funciones de dominio R = D; = R.

Continuidad y derivabilidad: La funcién es composicion y producto de funciones continuas y deri-
vables en R, por lo tanto, es continua y derivable en Dy = R

Teorema: |Si la funcién es derivable la monotonia de la funcién depende del signo de la funcion derivada.

» Funcién derivada: f/(z) = 2ze™® — (22 — 3)e % = (22 — 2% + 3)e 2.

» Ceros de la derivada (pendiente paralela al eje de abscisas):

Fa)=0 < 20-2243)e *=0<=2"22—22+3=0 < 22 -22-3=0

2+ E112 244 {:c:—l
1‘: = =

2 2 z =3

» Signo de la derivada f'(z) = —(z + 1)(x — 3)e™*:

Monotonia:

» |Siz € (—1,3) entonces la funcién es estrictamente creciente (f'(x) > 0)

» |Siz e (—oo,—1)U(3,4+00) entonces la funcién es estrictamente decreciente (f'(z) < 0)

-12-



1.1 Continuidad y derivadas

Calculo diferencial
Si z = —1 o = 3 entonces el teorema no decide (f/(z) = 0), hay que realizar un estudio local

@ Calcular a,b y ¢ de la funcién f(z) = 2% + bx? + cx + d para que la pendiente de la tangente es

minima en en x = 3 y en el punto (1,0) alcanza un extremo relativo.

La funcién por ser polinémica es continua y derivable en R.
= La pendiente de la tangente es minima. La pendiente de la tangente es la primera derivada de la
funcién, si la pendiente alcanza un extremo local (minimo) significa que la derivada de la derivada,

la segunda derivada, debe anularse en x = 3.

f'(z) = 32% + 2azx + b
f'8)=0=18+2a=0=

1" (z) = 6z + 2a.

» En el punto (1,0) la funcién alcanza un extremo local. Condicién necesaria de extremo local y

F(1) =0.

F(1)=3+2a+b=0=b=-3—2a =

f)=0=|lc=-T7

La funcién que cumple las tres condiciones es: f(z) = 23 — 922 + 150 — 7

x

z—1
(2 + Cos(mz:)) :
Il‘fl

enx —=1.

a) Calcular el limite 1im
z—1
b) Razonar, qué tipo de discontinuidad presenta la funcién f(z) = (2 + cos(mx))

(2 + Cos(wx)) - .

a) Calcular el limite 1im
z—1

xZ

r—1
(2 + cos(wx)) = (2 + cos 7'(')% = 1°°, indeterminacién

lim
rz—1
T In(2
lim (24 cos(nz)) =1L D0 = lim 02 1 cos(nz)) = lim 2. B+ cos(r2) @
z—1 z—1x — z—1 x—1
—m - sin(7x)
0 e Vel
— lm In(2 + cos(mz)) S m 2+cos(mz) 0 _ 0
z—1 r—1 L’'Hop z—1 1 1

SimL=0=L=1

a

lim (2 + cos(w:z;)) o =1

rz—1

4‘ Razonamientos }7

(1) El logaritmo neperiano es una funcién inyectiva. Aplicando logaritmos neperianos a los dos

miembros del limite y las propiedades de los logaritmos.

-13-



1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

(2) El limite de un producto de funciones que tienen limite es el producto de los limites y ll’m1 x=1.
T—

a3

b) Razonar, qué tipo de discontinuidad presenta la funcién f(x) = (2 + cos(mz))”  ena = 1.

La funcién no estd definidaen x =1, 1 ¢ Dy y 3 ll’m1 f(z) = 1. La funcién presenta en z = 1 una
T—

discontinuidad evitable.

15 De una funcién f : [0,4] — R continua en su dominio y
f(1) = 3. La gréfica de su funcién derivada es la que aparece
en el dibujo.

a) Halla la recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 1.

b) Razonar, si existe, algiin punto donde la funcién no sea
derivable.

c) ;Es posible que existan tangentes a la funcién que sean perpendiculares a la recta de ecuacién
r = bx+ 3y — 15 = 07 En caso afirmativo, calcular el nimero de tangentes que se pueden trazar.
d) Razonar en qué puntos no existe la segunda derivada de la funcién.

e) Definir la funcién segunda derivada, f”(x), en el intervalo (0, 3).

a) Halla la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

La recta tangente en el punto T'(1,3) tiene de ecuacién y — 3 = myp(x — 1) siendo mp = f'(1), en la

grafica la imagen de 1 es 1. La recta tangente esy —3=1-(x — 1) = ||z —y+2=0

b) Razonar, si existe, algin punto donde la funcion no sea derivable.

La funcién es derivable Va € (0,4): {En = :1), : ;:E;_; = (1) y ;:Eil;; = (1) Z: 3;:8; (1)
nr=3: =0y = —

c) ¢Es posible que existan tangentes a la funcion que sean perpendiculares a la recta de ecuacion r =
5 + 3y — 15 =07 En caso afirmativo, calcular el nimero de tangentes que se pueden trazar.

5 5
La pendiente de la recta r es: 3y = =5z + 15 =y = -3 r+5=—=m, = —3 Si la tangente es
. 3
perpendicular a la recta r entonces mr -m, = —1 = ||mpr = Al

Las antiimagenes, si existen, de — de la funcién derivada son las abscisas de los puntos donde la
funcion tiene tangentes perpendiculares a la recta 7.

A

o

Y

Y 3 T34

-14-



1.1 Continuidad y derivadas

Calculo diferencial
La funcién en los puntos de abscisa x1,x2 y x3 la tangente es perpendicular a la recta dada.

Razonar en qué puntos no existe la sequnda derivada de la funcion.

d)
Las pendientes de las tangentes geométricas a la funcién f/(x) es el valor de la segunda derivada de
la funcién f.
A
1 2 3 4
En los puntos de abscisa 1 y 3 las tangentes por la izquierda y la derecha son distintas
f(17) =tana« f"(37) =tanp
f’(1%) =tan f7(3%) =tan0° =0
entonces ni f”(1) ni f”(3) estdn definidas.
e) Definir la funcion sequnda derivada, f"(x), en el intervalo (0,3).
" 1
x € (0,1) entoncestanaw = myp = f"(x) = 1= 1
1 1
x € (1,3) entoncestan 8 = mp = f(x) = 3= 75
1.1.1. Graficas de funciones

2
. ar® +bxr +c , .
(D) Sea f(z) = ————"— hallar los pardmetros a,b,c y d, si:
T+ d
» La recta x = 5 es la asintota vertical de la funcién.

= La recta y = 22 4+ 3 es la asintota oblicua de la funcion.

= La pendiente de la tangente en el punto de abscisa cero es igual a —

La recta © =5 es la asintota vertical de la funcién. Si es asintota vertical debe cumplir la defini-

cién de AV (discontinuidad asintética):

lim f(z) = If ar’+br+c¢ 25a+5b+c
im f(x) = lim = =00 <—
x+d 5+d

d=—5 1y 25a+5b+c#0

54+d=0=d=-5

{%a+5b+c#0

La recta y = 2z 4+ 3 es la asintota oblicua de la funcién.

» Primer procedimiento. El grado del polinomio del numerador, az? + bz + ¢ debe ser una unidad
superior al grado del polinomio del denominador, x — 5. Entonces y el cociente de la

division es la asintota de la funcién, y = 2z + 3.

-15-



1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

ax? +bx +c T -5

—azx® +bax ax +(5a +b) ax+(5a+b):2x+3<:>{ a:2_
(5a + b)x +c ba+b=3
—(ba +b)z +5(ba +b) a=2
5(5a +b)+c b= _7

= Segundo procedimiento. Férmulas:

2 b oo
m= lim @ <~ lim A C o [a]| la pendiente de la AO 682:>

rz—too z—too  x(z —5)
20% + bz + =227 + 10
n= lim [f(x)—mx]: lim M_Qx]: lim 227 + x+c/2ff+ T _
z—Fo00 r—Fo00 r—5 x—Fo00 r—25

L (10+b)r+c = .
= zgrinoo — e 10 4+ b || la ordenada en el origen de la AO es 3 =

10463 —[p =7

‘a:2 y b:—7‘

6
La pendiente de la tangente en el punto de abscisa cero es igual a = La funcién con los valo-
222 —Tx +c
z—5
6

de la derivada de una funcién en un punto: mp = f'(x = 0) = 5

r—T)(x—5)— (222 =Tz +c —c
pla) = BEREZ =B Z D o = B8 [e=)

res obtenidos en los apartados anteriores es f(z) = . Por la interpretacion geométrica

222 — T+ 5
r— 90

¢ =5y la funcién es f(x) =

@ Estudiar y dibujar la grafica de la funcién: f(z) =

= Dominio: Dy =R\ {£2}
= No presenta simetrias.

= Cortes con los ejes:

Eje de ordenadas: f(0) = 0= (0,0)
3 4+ 2?2 — 6z

7 =0=2*4+2>-6r=0=1x-(2*+2—-6)=0
x_

Eje de abscisas:

z=0=(0,0)
z=-3= (-3,0)

$2+$—6:0:>

» Continuidad. La funcién es continua en su dominio (cociente de funciones continuas).
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

= Asintotas:

(—2-R)(-2-h—2)(-2—-h+3) +8

Ii =i -2 — =1i _ - _
Sl = lim F(=2 = ) = i e o o~ ) To - T
2+ h)(=2+h—2)(-2+h
A. vertical ¢ lim f(z) = lim f(—2+h) = lim (=24 h)(=2+ )(=2+h+3) 48 _
h—0 h—0

ve S (=2 +h —2)(>2+ h+2) T -0
lim f(x) = lim v le—2)-(z+43) 5
T—

" 22 (@ 12) | 2

La recta || x = —2 || es asintota vertical de la funcion.

La funcién presenta una | DISCONTINUIDAD EVITABLE] en z = 2.
z(z +3)
T+ 2

5
La grafica de la funcién f(z) es la misma que h(z) = excepto en el punto P (2, 5) que

presenta un agujero.

A. horizontal: zgrfoo f(x) =0

>+3 —2
A. oblicua: h(x) = L i; =llz+ 1|+ o
x x

La recta es asintota oblicua de la funcién f(z).

= Estudio de la primera derivada:

h'(z) =1+ 5 > 0 = No presenta puntos candidatos a extremos locales.

(x+2)
La derivada h/(z) > 0 Vo € D por lo tanto la funcién es estrictamente creciente en su dominio
maximo.

» Grafica de la funcién:

(3) Estudiar y dibujar la grafica de la funcién: g(z) = (z — 1)%e

= Dominio: Df =R

= No presenta simetrias.
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

Eje de ordenadas: f(0) =1 = (0,1)

= Cortes con los ejes: ¢~ ] ) )
Eje de abscisas: (x —1)?-e*=0= (z —1)* =0= 2 =1 = (1,0) doble

» La funcién es continua en R (producto de funciones continuas).
= Asintotas:

Asintotas verticales. La funcién es continua en R, no presenta asintotas verticales.

Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim (z—1)? e = (+00) - (+00) = +00

T——00 T—>—00

. —1)2 = 2r—1) =2 2 2
lm f(z) = lm (z—1)2. e % g G- £ 201 522
x—+00 z—+00 x—+00 er I’Hép et I’Hép e* —+00

La recta ||y = 0| es asintota horizontal cuando .

Asintota oblicua: y = max +n

m= tm LE g (

(z— 1)

— e*””> = (—00) - (+00) = 00

Rama parabdlica en la direccién del eje de ordenadas cuando ||x — —o0 ||.

= Estudio de la primera derivada.

fllo)y=2(@-1e®—(z-1)°"=@-1)@B-1r)e =0 {i z 3

Dos puntos candidatos a extremos locales de la funcion.

Estudio del signo de la primera derivada:

f(x)
£/(x) = (x —1)(3 — x)e\ 0 /+o T~
-8 -7 —-6 -5 —'4 -3 -2 -1 0 T 2 g 4 5 6 7

La funcién es creciente si x € (1,3) y decreciente si x € (—o0,1) U (3, +00).

Minimo relativo: (1,0)

Extremos locales:
Méximo relativo: (3, f(3)) = (3,4e73)

» Grafica:
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

72I2+2I+1

@ Estudiar y dibujar la gréafica de la funcién: f(z) 5
x

» Dominio méximo de la funcién: Dy = R\ {0}.
» La funcién no presenta simetrias: f(—z) # f(z) y f(—x) # —f(x).
= Cortes con los ejes:

Con el eje de ordenadas no tiene: 0 ¢ Dy
207 4+ 2z +1

5 =0=22"+224+1=0
T

Eje de abscisas, antiimagen(es) de cero
la ecuacién de segundo grado no tiene soluciones reales.
La funcién NO CORTA a los ejes de coordenadas.
» La funcién es continua en su dominio méximo (cociente de funciones continuas).

« ASINTOTAS.

Asintotas verticales

2h* —2h+1 1
i =1 —h)=lm——"T "= - =
R R L T

2h% 4 2h + 1 1
l’ — 1/ h — l, _— = — =
ziﬂﬁ-f(x) l;g%f(O—k ) B0 h? +0

La recta es asintota vertical de la funcién y 3 h’r% flx) =400
T—

Asintota horizontal

202 4 2r +1 = 2z + 1
ltm f(z)= lim = PTLE gy (2+ T ):

r—Fo0 r—r+oo ,’1;2 r—r+oo ,’1;2

La recta es la asintota horizontal de la funcion.
Corte, si existe, entre la funcién y la asintota horizontal. Solucién del sistema:

f(x)
y=2

222 4+ 22+ 1 9
_ S rery . 222 + 22 + 1 1
2 :7x+2x+ —2—%+1=0—z=—
X

1
En el punto (—5, 2) la grafica de la funcién y la asintota se cortan.
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

= Estudio de la primera derivada.

—2 1
La derivada de la funcién es f/(z) = #, el dominio méximo es igual al dominio de la funcién.
x

Condicién necesaria de extremo local. Puntos criticos La pendiente de la tangente es cero.

—2(x+1)

o — ss1-0 — [f=1eDy
xr

Condicién suficiente y monotonia de la funcién. Estudio del signo.

;T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 ) 6

e La funcidn es decreciente si x € (—oo, —1) U (0, +00).
e La funcidn es creciente si z € (—1,0).

e La funcion derivada cambia de signo en un entorno de x = —1, entonces la funcién alcanza

1
un un minimo relativo (local) en (—1, f(—1)) = (—1, 5)

s Grafica de la funcién:

minimp

\]

-8 =7 =6 =5 =4 =3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

@ Estudiar y dibujar la gréafica de la funcién: f(z) = II
nx

= Dominio de la funcién: Dy = {x € Rlz > 0AInxz # 0} = (0,400) \ {1}
= La funcién es continua en su dominio por cociente de funciones continuas.
= No corta a los ejes: 0 ¢ Dy.

= Asintotas verticales:

lim f(x)= m = Y = 0. Discontinuidad evitable en x = 0
z—0+ 1%0"" Inz —o0
i f(e) = Jim £(1— h) = Jim s = =[50
BT A e T hsoln(l—h) -0

1+h 1
1 =1 14+h)=I1m ——— ——-
mg{1+f() lmf( +h) h—>oln(1+h +0 oo

La recta x = 1 es asintota vertical de la funcidn.

» Asintota Horizontal:

, x
lim f(z)= lim —
T—+00 z—+oo Inx
denominador.

1818

+00. La funcién del numerador tiende mds rdpido al infinito que la del

= Asintota oblicua: La recta y = mx + n siendo:

x
1

m = lim _f(:c) = lim Inz _ lim = — _@
zo+oo z—+oo X eStoo Inx

La funcién presenta RAMA PARABOLICA en la direccién del eje de abscisas.

1-lnx—z-— Ine—1
» Estudio de la primera derivada: f/(x) = L = 5— Dominio de la derivada: Dy =

In? x In*z
Dy.
Puntos criticos (tangente horizontal): f'(z) =0 <= 1—Inz =0 <

flz) min

f() -]
[
J

o4+ ©

La derivada cambia de signo en un entorno del punto z = e, de negativa a positiva, la funcién
alcanza un minimo relativo o local en (e, f(e)) = (e, e).

Si z € (0,e)la primera derivada es negativa, f/(x) < 0.La funcién es decreciente si
Monotonia de la funcién:

Si z € (0,e)la primera derivada es positiva, f'(z) > 0.La funcién es creciente si x

» Grafica de la funcién:
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1.1 Continuidad y derivadas

Calculo diferencial

N
w -+
IS B
o -+
o+
3 +
o +
o |+

Teeeeccjesolooceccccccc000 000 e

1011121314151617181920

@ Estudiar y dibujar la grafica de la funcién f(z) =

2 —1

6117

» Dominio de la funcién: e* > 0 por lo tanto D; = R. La funcién es continua por ser cociente de

funciones continuas.
= Cortes con los ejes:

Eje de abscisas:

1‘2

flz)=0 <= o

Eje de ordenadas: f(x =0) =

:0¢:>ﬁ—1:0:¢x:il:¢{‘_

02 -1
eO

= Asintotas y ramas parabdlicas.

e Asintotas verticales no tiene por se una funcién continua

Vz € Df.

e Asintotas horizontales:

=0

2
3 3 ¥ —1 +00
lim f(z)= lim = — =+
T——00 r——o0o0 e¥ 0
2 o0 oo
. o2t —=1 2 2 T . 2
lim f(z) = lim = lim — = lim
=400 z—+oco e¥  L’Hép z—+oo e¥ L’Hép z—+oo e¥

la recta es la asintota horizontal si .

e Asintota oblicua y/o rama parabdlica.

Ecuacién de la asintota oblicua si x — —co y = mx +n

donde:

=N WA OO N O
|
1

I
S .
g 4+
o —+
©o 4+

W oA o N o ©
|
1

I

I —
T T 1T T 1T
5 -4-3-2-11 2 3 4
2 +

f(z)

lim
r——0Q0

lim
T——00 I

m = = =

X

Cuando * — —oo la funcién presenta

22 —1
T
ex 0

una rama parabd-

lica en la direccion del eje de ordenadas.
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

= Estudio de la primera derivada:

by 2weet—(a?—1)-e"  e(—at4+220+1) —aP422+1
er e-r

e$

Puntos criticos (candidatos a extremos locales o relativos), f/(z) =0

224+ 2x+1
wzoi 2242 4+1=0

e:l?

2+VA+4  24+2V2  Jaz=1+2 1 L
2 2 le—\/i -1 1 2

f(z) min Miax

) [ = o O v

Monotonia de la funcién: 1—-+2 1++2

22— —1=0= ¢ =

e Siz € (0,1-v2)U(1+v/2, +0), la primera derivada es negativa,
f'(x) < 0. La funcién es decreciente si x € (0,1 — v/2) U (1 +

V2, +00).

e Siz € (1—+/2,14++/2) la primera derivada es positiva, f'(z) > 0.
La funcién es creciente si z € (1 — V2,1 + \/5)
Extremos:
e La derivada cambia de signo en un entorno del punto z = 1 — /2, de negativa a positiva, la fun-
cién alcanza un minimo relativo o local en minimo(1 —v/2, f(1 —/2)) = (—0,4142, —1,2536).
e La derivada cambia de signo en un entorno del punto z = 1 + v/2, de positiva a negativa, la
funcién alcanza un méximo relativo o local en maximo(1+ /2, f(1++/2)) = (2,4142,0,4318).

s Gréfica de la funcién:
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

1.1.2. Maximos y minimos

@ Se dispone de una barra de hierro de 10 metros para construir una porteria, de manera que la porteria
tenga la méaxima superficie interior posible.

a) ;Qué longitud deben tener los postes y el larguero?

b) (Qué superficie méxima interior tiene la porteria?

Las incégnitas son las dimensiones de los postes, =, y el
larguero, y, en metros. Y
La funcién a optimizar, el drea del rectangulo: S(x,y) =
Ty maxima.

La relacién entre las variables, ligadura, longitud de la

barra de hierro: 2x + y = 10, despejando: ||y = 10 — 2z

y ||z €[0,5]|] Siz =006z =5el drea es cero. No se 7 DS e

puede construir ninguna porteria.

S(x,y) =z -y = S(x) =x- (10 — 2z) = S(z) = 10z — 22>

Punto critico de la funcién: S'(x) =10 —4x = 0= ||z = = |m

La funcién S(x) es cuadratica con el coeficiente cuadratico, a < 0, negativo, la funcién alcanza un méximo.
Por el teorema de Weirstrass, es absoluto.

25
Los postes miden 2,5 m y el larguero, 5 m . El drea de la porteria es: S(z,y) = 5 m?

(2) Se dispone de un hilo metélico de longitud 140 metros. Se quiere dividir dicho hilo en tres trozos
de forma que uno de ellos tenga longitud doble de otro y tal que al construir con cada uno de ellos
un cuadrado, la suma de las areas de los tres cuadrados sea minima. Encontrar la longitud de cada
trozo.

El hilo metalico lo dividimos en tres trozos: 4z para el primer cuadrado, el doble, 8z, para el segundo
cuadrado y 4y para el tercer cuadrado, de tal forma que la ligadura entre las variables es:

dr +8x 4+ 4y =140 m

4x 8z 4y

N\

CAAAAN
LK

%
o2
o

Q

%
o2
o

N
283

X




Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

2

Funcién a optimizar, suma de las dreas sea minima: || S(x,y) = 2% 4 (22)* +y* || = 522 + ¢

35
De la ligadura entre las variables despejamos la incognita y: ||y =35 —3x ||y = € [0, 3} .

z=0
S(z) =5z + (35 — 3z)2 = 5'(z) = 10z + 2(35 — 3z)(—3) = 0 = 2(105 — 142) = 0 = 15
T
x S(z)
0 |35%=1225
15
Candidatos a extremos absolutos: 19 4375 El minimo absoluto se alcanza para x = 5
2 )
» 680, 56
3
4r = 30 m
Longitud de cada trozo de hilo: < 8¢ = 60 m
4y = 50 m

@ El tridngulo isdsceles, descrito en la figura, mide 10 cm de base y
20 cm de altura.

Q

a) ;Cudl es la ecuacién de la recta r senalada en la figura que
contiene el lado del tridngulo?
b) Dado el rectdngulo inscrito cuya base mide a, calcula las
coordenadas de los puntos B y C' en funcién de a. @
J0) (10,0) -

A.

a1

=
o]

c) Halla el valor de a que hace méxima el area del rectdngulo.

a) Las propiedades de un tridngulo isésceles permiten razonar que las coordenadas del vértice superior
son P(5,20). La recta r estd determinada por el origen y el punto anterior, y = m - z. La pendiente

20
de la recta m = tana = = = 4.

La ecuacién de la recta es y = 4x ‘

b) El punto B esté situado en el eje de abscisas, la base del rectangulo inscrito mide a y el punto medio

de la base del tridngulo isésceles tiene de coordenadas (5,0), por lo tanto B (5 - g, 0).

La abscisas del punto C' es la del punto B y com pertenece a la recta r su ordenada es y =
4(5—%,0) — 20 — 2a.

El punto C' (5 — g, 20 — Qa)

¢) S =a-(20—2a) = 20a—2a? donde 0 < a < 10. La condicién “y
necesaria de punto critico es: S'(a) =20—4a=0=a=5 §'(@ 0 =1

‘ Para a = 5 la superficie del tridngulo es maxima
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

30 10
@ La demanda de un bien en funcién de su precio viene dada por D(p) = SOp+ 0
p

a) Demostrar que al aumentar el precio disminuye la demanda.
b) Suponiendo que el precio aumenta indefinidamente, decir qué ocurriré con la demanda.

¢) Escribir los ingresos de una empresa en funcién del precio suponiendo que dicha empresa es la
unica que produce este bien.

d) Calcular el precio para que la empresa del apartado anterior maximice sus beneficios sabiendo
2
. p

que los costes vienen dados por C(p) = T

e) Hallar el beneficio maximo.

a) El dominio de la funcién demanda es: D = (0, 400).

La respuesta a la pregunta nos la da el estudio de la monotonia de la funcién en su dominio.

10 10
D(p) =30+ ; — D'(p) = —ﬁ = Vp e (0,+00), D'(p) <0

La funcion es estrictamente decreciente.

‘AL aumentar el precio, p, la demanda, D(p), disminuye‘

10
b) Sip — +oo entonces lim D(p) = lim (30 + _) —30.
p

p—+00 p—+00

La asintota horizontal tiene de ecuacién y = 30. Interpretacién:

‘La demanda tiende a 30 unidades del bien si el precio aumenta indefinidamente.

¢) |I(p) =p- D(p) = 30p + 10 unidades monetarias (u.m.)

2
d) Los beneficios de la empresa viene expresadas por la funcién: | B(p) = I(p) — C(p) = 30p + 10 — %

La derivada de la funcién beneficios es: B'(p) = 30 — 1—2) =0= ‘ p = 60 unidades‘

La grafica de la funcién B(p) es una pardbola y su coeficiente cuadrético es negativo, la funcién
beneficios alcanza un méximo absoluto para p = 60.

e) Sustituyendo:

3600
B(p = 60) :30-60+10—T =910 u.m.

@ Se desea construir una bodega con forma de paralelepipedo rectangular de 100m?® de volumen de
manera que el largo de su base sea 3 de la anchura = de su base. Se sabe que los precios de un
metro cuadrado de suelo, de techo y de pared lateral son, respectivamente, 225 €/m?, 300 €/m? y
256 €/m?. Determinar razonadamente:

a) El valor x de la anchura de la base que minimiza el coste.

b) Dicho coste minimo.
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

Incognitas del problema:

4
ancho del suelo: * m = largo del suelo: gx m

altura de la bodega: y m

T
37

Funcién a optimizar. Coste de la obra:

4 14
C(.%‘, y) = (300 + 225) : Sbase y techo + 256 - Slateral de la bodega — 525 - §$2 + 256 - E Ty

Relacién entre las variables, volumen de la bodega: 100 m?

1, 75
gxy:1002> y=—||¥ x € (0,4+00)

Funcién a optimizar en una variable, sustituyendo y en la funcién:

14-256 75 14 - 256 - 25
= =700 + ——— =

3 x/Z x
1425625 , 1425625

x . .

C(x) = 70022 +

Razonamiento de extremo absoluto:

= lim C(x) = +o0, la funcién NO ALCANZA MAXIMO ABSOLUTO.

T—+00
C(X) /
\\\\\* 0

s Si x = 4 entonces la funcién alcanza un minimo
. ., C’(x)— —
relativo que es el absoluto de la funcién. (x) + * +

A >
A T T T —>
4

0 2 6 8 10 12

Las medidas de la bodega deben ser 3 X 4 X 16 metros

3584 - 75
El precio minimo: C(z =4) = 700 - 16 + — - 78,400 euros

@ Tenemos que hacer dos chapas cuadradas de dos materiales distintos. Los dos materiales tienen
precios respectivamente de 2 y 3 euros por centimetro cuadrado. ; Como hemos de elegir los lados de
los cuadrados si queremos que el coste total sea minimo y si ademdas nos piden que la suma de los
perimetros de los dos cuadrados ha de ser de un metro?
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1.1 Continuidad y derivadas

Calculo diferencial

T cm 1y cm

, . Lado del cuadrado de material 2€/cm? : 2 cm
Incégnitas: ) 9
Lado del cuadrado de material 3€/cm” : y cm

Funcién a optimizar (minimo coste): C(z,y) = 2x 2 + 3y €.

Restriccién entre las variables: 4z + 4y = 100 cm (1 m =
100 cm)

Despejando: y = 25 — x = ||z € [0, 25]

Funcién a optimizar: C(z) = 22? + 3(25 — z)2. La funcién es
una parabola con el coeficiente cuadratico positivo, alcanza un
minimo absoluto en el vértice.

Funcién derivada: C'(z) =42 —6(25 —z) = bz =7h = ||z = 15||—=y=25—-15=10

Los lados de los cuadrados deben medir, 15 cm el del material de 2 €/cm2 y 10 cm el de 3 €/Cm2

(7) Un rectangulo tiene por vértices los puntos de coordenadas (0,0), (a,0), (a,b) y (0,b), de modo que
el punto (a,b) tiene coordenadas positivas y esta situado en la curva de la ecuacién y = — +4. De
x

todos estos rectangulos hallar razonadamente el de area minima.

1
La grifica de la funcién f(r) = — + 4 es la grafica de
x

1
la funcién g(z) = —; trasladada cuatro unidades en
T

sentido positivo del eje de ordenadas.
1

Incégnitas: a >0y b= f(a) = - +4>0yac(0,+00).
a

Funcién a optimizar, superficie del rectangulo:

S(a,b) =a-bl|.
. 1 1
Sustituyendo: S(a) = a - <—2 + 4) =4da+ —.
a a
Derivando: S'(a) =4 — 1 0= a= :tl.
a? 2

(a,0)

La funcién érea no alcanza maximo absoluto: lim S(a) = lim S(a) = +oc0.

Estudio del signo de la primera derivada:

a—r+00 a—0t

S(a) -
1
Sia= 9 entonces la funcién alcanza un minimo re- \ 0

lativo que es el absoluto de la funcion.

1
Sia= 3 entonces b = 8.

o
N 2

1
El rectangulo de area minima tiene de dimensiones 3 X 8
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

Una empresa ha decidido mejorar su seguridad instalando 9 alarmas. Un especialista en el tema senala
que, dada la estructura de la empresa, sélo puede optar por alarmas de dos tipos, A 6 B; ademas,
afirma que la seguridad de la empresa se puede expresar como la décima parte del producto entre el
numero de alarmas del tipo A instaladas y el cuadrado del nimero de alarmas instaladas de tipo B.
Estudiar cuantas alarmas de cada tipo deben instalar en la empresa para maximizar la seguridad.

Alarmas del tipo A: z

Incégnitas: ]
Alarmas del tipo B: y

Funcién a optimizar, la seguridad de la empresa: f(z,y) = — (m . y2).

Restriccién entre las variables: ‘x+y:9=>x:9—y‘ y ‘O§y§9‘.

Sustituyendo en la funcién a optimizar: f(y) = 1—0(9 —y) Y2

S
I

1
Derivando (punto critico): f/(y) = 1—0(18y -3y?)=0= {

y € 0.9 ) = 799~ )

Discusién de la solucién, teorema de Weiertrass: 54

0
6 = — maximo
9 0

La empresa debe instalar 3 alarmas del tipo A y 6 del tipo B.

@ Los catetos de un tridngulo rectangulo suman 10 m. Calcular la hipotenusa del que tiene mayor
superficie.

= Variables del problema: los catetos, x e y m, del tridngulo rectangulo.
= Funcién a optimizar: la superficie del tridngulo rectangulo debe ser T

méaxima: S(z,y) = -z -y

» Relacion entre las variables (ligadura): c +y = 10=2 = 10 — y

siendo y € (0, 10) 7

1 1
» Sustituyendo en la funcién a optimizar: S(z) = 5:5(10 —x) = 5(1033 — 22), la funcién es derivable

por ser polinémica.

= Condicién necesaria de extremo local para funciones derivables:

S’@):%(m-m):o —|[z=5
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

= Condicién suficiente de extremo local, cambio de M,

signo de la primera derivada en un entorno de z = 5(x) / \
5:
§'(x) 0 -
1 2 3 4 ;

S'(5—h)>0 _ , 1 :
(5 + h) < 0} = en z = Hel drea es MAXIMA ———,

El méximo es absoluto teniendo en cuenta que la monotonia de la funcién S(z) en el intervalo (0, 5).
Los catetos del tridngulo rectangulo miden ambos 5 metros (tridngulo rectdngulo isdsceles).
» Hipotenusa del tridngulo (teorema de Pitagoras): a? = 2 +5? = 25+25 = 50 = a = +v/50 = 5v/2

6 7 8 9 10

La hipotenusa del tridngulo rectdngulo de drea maxima mide 5v/2 metros.

Se necesita construir un depdsito de acero de 500 m?, de forma rectangular con base cuadrada y sin
tapa. Hallar las dimensiones del depdsito para que su coste de produccién sea minimo.

= Variables del problema: arista basica, [J,x m y arista lateral, y m.
» Funcién a optimizar: la superficie lateral del prisma mas la de la

base debe ser minima:

S(:C,y) = Slateral + 50 :PD'?J+$2 :4:cy+x2

» Relacién entre las variables (ligadura), volumen del depdsito: Yy
9 500
V = Spase-altura = 2%y = 500 = y = —-, = € (0, +o0) (1)
x
500 2000
» Sustituyendo: S(z) = 4x— + 2% = —— + 2% X
xz z
= Condicién necesaria de extremo local para funciones derivables:
2000 1000
S'z)=-"f +20=0 = — =2 = 2° = 1000 = z = v/1000 = 10
x x

» Condicién suficiente de extremo local, cambio de
signo de la primera derivada en un entorno de x =

10: S(x) \ m,-/
S'(x) — 0 —F—

} — en o = 10 el 4rea es MINIMA ~ k *

S'(10—h) <0
S'(104+h) >0
El minimo es absoluto teniendo en cuenta que la monotonia de la funcién S(x) en el intervalo (0, +00).

500
Sustituyendo en (1): y = 100 = 5 metros.

) 4
9 0

‘El lado del cuadrado mide 10 m y la altura del depdsito, 5 metros‘

@ La energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcién del tiem-
po transcurrido desde que amanece (f(x) representa la energia producida a las = horas de haber
amanecido):

10z —2? si0<z <38
F@)=9 1024
—5 si8<ax <12
T
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién f en su dominio.

b) (En qué momento del dia la placa produce més energia? ;cudnto produce en ese momento?
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion f en su dominio.
El dominio de la funcién es Dy = [0, 12]. Si x € [0, 12]\ {8} la funcién es continua por ser polinémica
o cociente de funciones continuas.

En x = 8 sera continua si 3 h’ng flz)=f(8) =80—64=16
T—r

lim f(z) = lim (10x - x2) ~ 16
T—8~ z—8

1024 910 —> 3 lim f(.%') =16 = f(8)
lim f(z) = lim 0—2 = _—2'=16 v8
z—8+ z—8 I 26

La funcién es continua en su dominio [0, 12].
La funcién es derivable en (0,12) \ {8}, polinémica y funcién racional derivable.

En 2 = 8, la continuidad es continua en xz = 8, serd derivable si la pendiente por la derecha y la
izquierda es igual.

10—22 si0<xz<8&

fl(z) = 77 siz=38

911 = || B1(8)
28 si8 < <12 J'(87) =55 =2 =
3

x

10—22 si0<x<8

2048
T

La funcién NO es derivable en z =8 y f'(z) =

b) s;En qué momento del dia la placa produce mds energia? ;cudnto produce en ese momento?

Candidatos a extremos absolutos son los extremos del intervalo, = 8 por pertenecer al dominio de
la funcién pero no al de la derivada y los puntos donde f’(x) = 0.

Si0<z <8 f(x)=10-2x=0= 2 =5 € (0,8).

2048 4
Si8 < <12, f'(v) = ——5 = 0 NO TIENE SOLUCION, no hay candidato a extremo local.
x
La produccion es maxima a las cinco horas y produce 25 unidades

; Energia M

L]
v | J@ :
O 0 20
5 25 N
8 16 g
64 Y 12
12| —=17,1 t0
9 ’ 5

i Horas

,,,J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

@ Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada con una capacidad de 80cm?3. Para la tapa y
la superficie lateral se usa un material que cuesta 1€/cm? y para la base se emplea un material un
50 % mds caro. Halla las dimensiones de la caja para que su coste sea minimo.
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1.1 Continuidad y derivadas Calculo diferencial

= Variables: lado del cuadrado de la base x cm y la altura de la caja, y cm.

= Funcién a optimizar: coste del material empleado en la construccion debe
ser minimo.
B
C(z,y) = (Slateral—i—SD) 1480-1,5 = day+22+1,52% = 2,522 +dzy € >
» Relacién entre las variables (ligadura): volumen V = 2%y = 80 =y =
80
ﬁ.
80 320
» Sustituyendo en la funcién C(z) = 2,522 + 42— = 2,522 + —, = €
o4 x T cm
(0, +00):
. : / 320 3 3
» Condicién necesaria de extremo local: C'(z) =5z — — =0 = 1° = 64 = v = V64 = 4
T
» Condicién suficiente: La funcién coste, C(x), al- ow  — O +
canza en £ = 4 un minimo relativo, que es minimo —O ‘ ‘ ® ‘ ; ‘
., , 0 1 2 3 4 5 6 7
absoluto. La funcién decrece y después crece.
. Lo, 80
= Sustituyendo el valor de x = 4 en la restriccién: y = 6= 5 cm.
‘Las dimensiones de la caja con el coste minimo son 4 cm lado de la base y 5 cm de altura
@ Queremos hacer junto a la carretera un cercado rectangular para unos caballos en una zona llana.
Cada metro del lado del cercado que estd junto a la carretera nos cuesta 110 euros, mientras que
para el resto del cercado nos cuesta 10 euros el metro. ;Cudles son las dimensiones del prado de drea
mdzrima que podemos cercar con 3000 euros?
= Funcién a optimizar: S(z,y) = -y m®> MAXIMO.
= Relacion entre las variables: presupuesto de 3000 euros:
300 — 12z
10(z 4 2y) + 110z = 3000 = y = — = 150 — 6x

» Dominio de la funcién: z € (0, 25)

» Sustituyendo en la funcién: S(z) = z(150 — 6x) = 150x — 62>

150
» Punto critico: S'(z) =150 — 120 =0 =z = 5 = 12,5 m

La funcién S(z) alcanza un maximo en el punto de abscisa x = 12,5 por ser una funcién cuadrética
con el coeficiente cuadratico, a = —6 < 0, negativo.

Sixz =12,5 entonces y = 150 — 75 = 75 m.

El rectangulo tiene de dimensiones 12, 5m de base y 75m de altura.

El precio de coste unitario de un cierto producto es de 120 €. Si se vende a 150 € la unidad, lo
compran 500 clientes. Por cada 10 € de augmento en el precio, las ventas disminuyen en 20 clientes.

a) Hallar la funcién mediante la cual se obtienen los beneficios.
b) Calcular a qué precio p unitario debemos vender el producto para obtener un beneficio maximo.

c¢) En el casa anterior, calcular el nimero de unidades que se venden y calcular el beneficio méximo.
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Calculo diferencial 1.1 Continuidad y derivadas

a)

)

Sea x € N el factor que multiplica a 10 €:

Precio de venta unitario: 150 + 10 - x €.

Numero de articulos vendidos: 500 — 20 - .

Coste total de la fabricacién: C'(x) = 120 - (500 — 20z) €.
Ingresos por las ventas: I(z) = (500 — 20x) - (150 + 10z) €.

Funcién beneficio:

B(z) = I(z) — C(x) = (500 — 202)(150 + 10z) — 120(500 — 20z) = (500 — 20z) - (30 + 10z) €

La funcién beneficio es cuadratica y el coeficiente cuadratico es NEGATIVO, la funcién alcanza un
maximo.

B'(z) = =20 (30 4+ 10z) + (500 — 20z) - 10 = 0 <= 50 — 22 = 2(3+2) = 4z =44 = |[z = 11

El precio unitario para obtener beneficios méximos es: p = 150 + 10 - 11 = 260 euros.

s Numero de unidades vendidas: 500 — 20 - 11 = 280 unidades.
» Beneficio obtenido: B(x = 11) = 280 - 140 = 39200 €.

Entre 2000 y 5000 revoluciones por minuto, la potencia de un motor viene dada aproximadamente
. )

por la siguiente funcién. P(z) es la potencia en caballos de vapor para z miles de revoluciones por

minuto:

P(x) = —122° + 902 — 1442 + 84, 2<z <5
a) {Crece siempre la potencia cuando las revoluciones del motor aumentan?
b) Dibuja la grafica de la funcién. ;A qué revoluciones se alcanza la mayor potencia?

¢) ¢Tiene la curva de potencia algun punto de inflexién?

(a)

¢ Crece siempre la potencia cuando las revoluciones del motor aumentan?
Estudio del signo de la primera derivada:
P'(t) = —36x% + 1802 — 144 entonces P'(z) =0 <= 2> —5x+4=0

5+25—-16 5+3 r) =4
1‘: = =
2 2 $2:1¢[2,5]

entonces: || P'(t) = —36(z — 1)(x — 4)

P(CU) / \ La potencia es creciente si x € (2,4).

La potencia es decreciente si x € (4,5)

creciente.

/ Conclusion: la potencia del motor no siempre es
Plx) + 40— P P
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1.1 Continuidad y derivadas

(b) Dibuja la grdfica de la funcion. A qué revoluciones se alcanza la mayor potencia?

Calculo diferencial

) Potencia caballos de vapor

1250 1
(0,84) “
lim P(z) = —oc. ;
(2,60) y lim (2) 00 200
(5,114) \
Teniendo en cuenta el apartado anterior: 159 ]
M,(4,P(4)) = (4,180). Es méximo absoluto \
en el intervalo [2,5]. 100 \
La méxima potencia la alcanza a 4000 revoluciones \ Y
por minuto. 501 ,' \
Tt Rev/m -10°
-1 1 2 3 4 5 V6
(c) ¢Tiene la curva de potencia algun punto de inflexion?

)
Estudio de la segunda derivada: P"(z) = —36(2z —5) =0 <= x = = € (2,5) y la funcién segunda

5
derivada cambia de signo. La funcién alcanza un punto de inflexién en o 99) . A 2500 revoluciones

por minuto la potencia del motor alcanza el punto de inflexién de crecimiento.
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