CAPITULO 2

Determinantes

2.1. Desarrollo de un determinante de orden 2
ailr a2 .
Sea A = € My(K) entonces su determinante se calcula:
as1 a9
Al = | Guz |
| \ = = a1 — a12a2]
21 A22
Ejercicios
-2 3
‘ 5‘:(—2)-5—3-1:—10—3:—13
2.2. Determinantes de orden 3. Regla de Sarrus
ail a2 a3
Sea la matriz A = [ a1 a9 a3 | € M3(K): su determinate se calcula:
azr as2 ass
a1 a2 Qi3
|A| =| ag1 ax a3 |= ajjanaszs + ainaozas; + ajzasazy — (011023032 + aj2a01033 + 013022%1)
a31 asz A33

La forma préctica de recordar los sumandos positivos y negativos recibe el nombre de Regla de Sarrus:

Positivos

aip e .
[ ] 0,22 [ ]

e o ag
® a3

a22 L d

a31 [ J [ ]

° e a3 ¢ a2 @
azy @ b i ® az3
e a3y e as;y e hd

ail @ o ® a2
i ¢ as3 az ® b
Y as2 ° (] L4 ass

10



Determinantes 2.3 Propiedades de los determinantes

ai; a2 aig ail a2 aig
NN\ v
(+): (a2 a2 a3 (=):|a21 a2 ag
NN\ v
az  aszx  ass az  asz  ass
Ejercicios
—1 2 3
3 2 —1|=(-8-18-2)—(6—2+24) = 28— 28 = —56
1 -2 4

2.3. Propiedades de los determinantes
Teorema 2.1 Los determinantes de una matriz y su traspuesta son iguales: |A| = |A’|.

Por el teorema anterior todos los teoremas cuyo enunciado sea para las filas de un determinante tienen
automaticamente validez para las columnas.

Teorema 2.2 El valor de un determinante en el cual todos los elementos de una fila (o columna) sean
ceros es igqual a cero.

Teorema 2.3 Si una fila (o columna) la multiplicamos (dividimos) por un escalar A, el valor del determi-
nante queda multiplicado (dividido) por \.

Ejercicios
~1 2 3 l-1 1 3 -1 1 -6
3 02 —1|=—56" 222 3 1 —1|=_98%==2| 3 1 2|—s6
1 -2 4 1 -1 4 1 -1 -8

Teorema 2.4 Si en determinante se intercambian dos filas (columnas) adyacentes entonces el determinante
cambia de signo.

Consecuencia: Si en un determinante permutamos dos filas o dos columnas cualesquiera, el determinante
cambia de signo.

Demostracién: Aplicando el teorema anterior, al cambiar la fila i por la fila j habrd (j —¢) + (j —i) — 1
cambios de filas adyacentes, es decir 2(j — i) — 1 cambios, es decir un nimero impar de cambios de signo,
por lo tanto habra cambio de signo. Lo mismo ocurrira si cambiamos columnas.

Teorema 2.5 Si en determinante |A| se desplaza una fila (columna) h filas (columnas),lo que implica h
intercambios, entonces el determinante que resulta es igual a (—1)" - |A.

Teorema 2.6 Si dos filas (columnas) de un determinante |A| son iguales entonces |A| = 0.
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Determinantes 2.3 Propiedades de los determinantes

Demostracion

Si intercambiamos las dos filas que son iguales:
Al = —|A] = |A| + [A][ =0 =2 [A| = 0 = |A[ = 0

Consecuencia
Un determinante que tenga dos o més filas (columnas) proporcionales también es igual a cero.

Teorema 2.7 Si todo elemento de la fila k—ésima de un determinante viene dado como suma de dos
sumandos ay; = by; + ci; entonces:

ailr a2 o Qlp ailr a2 - Qln ailr a2 - Qlp
a1 Q22 -+ A2 a1 Q22 -+ A2p a1 Q2 -+ A2
ag1 Qg2 -+ Okn k1 k2 kn Ck1 Ck2 °  Cgn
anpl Ap2 - App Anl Ap2 -+ 0pp anpl Ap2 - Anpp
Ejercicios
7 3 54+2 142 51 2 2
‘—21 = 2 1 |=|21|t]| 2 1|=7+6=13

Teorema 2.8 El valor de un determinante no cambia si a todos los elementos de una de sus filas (colum-
nas) se suman los elementos correspondientes de una fila (columna) paralela multiplicados por un escalar

no nulo.
Demostracion
ailr a2 o+ Qln
a1 G2z - G2p
Consideremos un determinante de orden n: [A| = - RRIRER
anl Ap2 - Aanp

Y sustituimos, por ejemplo, la primera fila por ella mas un escalar por la segunda fila:

a1 +A-a aip+A-axn - am+A-a,
a1 a2 a2n T
5,7
IB| = i
anl an2 Ann
a1 a2 -+ Gln A-ag1r A-az - A-ag,
ag1 @22 -+ G2n a1 azg G2 | g
apl Ap2 -+ Qpn anl an2 T Ann
a1 a2 -+ Gln
az1 @2 -+ G2n
S
apl Ap2 - Qpn

El teorema se generaliza si lo enunciamos de la siguiente forma:

Teorema 2.9 ( Propiedad fundamental de los determinantes) : El valor de un determinante
no cambia si una de sus filas (columnas) se sustituye por ella mas una combinacion lineal
de las restantes filas (columnas).

La demostracién del teorema se deja como ejercicio.

Departament de matematiques -12- Institut Joan Ramon Benapres



Determinantes 2.4 Desarrollo general de un determinante

Ejercicios
Por filas:
fil 3 5 =7 fitfo+f3|3—2—15+4—-9 —T+3+4 0 00
(a) f2|—2 4 3|= fo -2 4 3 =1-24 3|=0
f31-1 -9 4 f3 -1 9 4 ~-194
fi]1 7‘_ fi 1 7 ‘__
®) 113 2|= £+ (=3)a]0 —19|= 719
Por columnas:
1 a b+ec 1 a a+b+c 1 a 1
1 b at+cef=|1 b btat+c|=(a+b+c)|l b 1|=(a+b+c)-0=0
1 ¢ a+b 1 ¢ c+a+bd 1 ¢ 1

Teorema 2.10 Sean A, B € M, (K) entonces det(A - B) = det(A) - det(B).

2.4. Desarrollo general de un determinante

Sea A una matriz de orden n, se llama menor del elemento a;;, se denota por M;; al
determinante de orden n— 1 que se obtiene de suprimir la fila i-ésima y la columna j-ésima de la matriz A.

Sea A una matriz de orden n se llama adjunto del elemento a;j, se denota por A;j a su
menor con el signo (—1)"7

Los signos de los adjuntos se van alternando de la siguiente forma:

+ - 4+ .. (_1)1+n
- 4+ - ... —1)2+n

Los adjuntos de los elementos de la diagonal principal estan afectados siempre por el signo 4+, en efecto:
(—1) = (=1)% = +1.

Ejercicios

-3 2 1 9 1
Sea A = 2 1 5 el menor del elemento (21) es Mo :‘ 0 —7 ‘: —14.

5 0 —7
Su adjunto: Aoy = (—1)**1. My = —(—14) = 14

Teorema 2.11 Si en un determinante de orden n todos los elementos de una fila (columna) son cero,
excepto uno, entonces el determinante es igual al producto de dicho elemento, no nulo, por su adjunto.

Demostracién
a1 a2 - Gln
Consideremos un determinante de orden n: |A| = 0 @22 "1t @20 | ghlicando la definicién de
0 Gp2 +°  Gpp
determinante: |A| = Z S(p) @iy1 - Qiya - Qig3 - - - A4, donde [i1,42,173,- -+ ,iy] toma los valores 1,2,3,--- ,n

p€ES(n)
el inico a;,1 # 0 es a1 por lo tanto sacamos factor comun:

|A| = a1 - E $(P) @ip2 - Aig3 -+ Qi = a11 - M11 = a1 - A1y
peS(n—1)
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Determinantes 2.4 Desarrollo general de un determinante

Caso general:

ail a2 0 a1n a1 Qi Qg Qin
as1 a9 0 a2n ail a2 0 a1n
Al = 0 (:) (_1)1471 as;  ass 0 asn, (:)
a;1 ;o ik Ain v v 0 e
0 0
anl  Ap2 0 Ann an1  Ap2 0 Ann
Qi Qi1 A2 -ttt Qi
O all a12 .« .. .« .. aln
;. _ O a a .« o e ) a
S Gt S M G ) L A
0
O a’nl an2 .« .. .« .. ann
all a9 “ e “ e aln
o agy Qg2 -+t G2p ok
i 1 - i 2 .
a’nl an2 .« .. .« .. ann

(1) Se traslada la fila i-ésima a la primera posicién.
(2) Se traslada la columna k-ésima a la primera posicion.

Teorema 2.12 Si dos determinantes difieren sélo en los elementos de una fila (columna) entonces los
adjuntos de los elementos de dicha fila (columna) son iguales

Teorema 2.13 ( Desarrollo general de un determinante ) Todo determinante es igual a la su-
ma de los productos de los elementos de una fila (columna) cualquiera por sus correspon-
dientes adjuntos.

ail a2 - Qg
a1 @ - Ay
Al A i At ba A
| | a;l Qi - Qin 71 i1 12 12 in in
Gpl Gp2 - dnn
Demostracién
ail ai1o a1k+0++0 a1n
a a PEEEEY O a PR 0 PR a
Al =| @2 g Dm0 @ DDy 44D,
anl an2 0+0++ank ann
donde
aip a2 o+ Gl v Qlp aip az - 0 0 aig
a a PR O PEEEEY a a a PEEEEY a PR a
Dy=|2b 2o Dy=| 28 T2 T e
an1 Gp2 - *- 0 - am an1  Gp2 - 0 - am
0/11 0/12 PR O PEEEEY a/ln
a a PEEEY 0 DY a
D, =| 2 7% 2
anl Qp2 *** Qpg - Qnp

Aplicando el teorema anterior:

Dy = ay, - A1, Do = ao - Ao, -+, Dy = ang - Apg

por lo tanto: det(A) = a1k - Aig + agk - Aok + -+ + ank - Anke
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Determinantes 2.4 Desarrollo general de un determinante

Ejercicios
R 4 -1 5 1 -4 1 1 -4 1 1 4 1
31 T8 =1 8 ol a1 -8 L (=) |4 1 5 4(=3)-[4 -1 5
35 5 s 2 6 2 25 6 2 2 6 2 1 -8 -1
= 5.74-1-28—4-(—14) — 3 (~26) = —264
OBSERVACION:

EI desarrollo de un determinante de orden n se realiza mediante un procedimiento mixto:
(1) Aplicando las propiedades de los determinantes, se hacen ceros en una fila (columna).

(11) Se desarrolla el determinante por el método general eligiendo como fila (columna) la de los

Ceros.
Ejercicios
-5 1 —4 11 f1 0 21 -9 26| 5 fo+ f1
1 4 -1 5 fo |1 4 -1 5 9 1Ay —
-4 1 -8 —1|f3 — |0 17 —12 19| 4-fo+f3 — 21 =
3 2 6 2| fa 0 —-10 9 —13|-3-fo+ fa
21 -9 26 | g1 21 -3 26 | g1
=(-1)- 17 —12 19|gp = -3-| 17T —4 19| g0 =
—10 9 —13]g; —10 3 —13| g3
21 -3 26| ¢ 0 0 8|gi+(-3) (92+93)
=-3- 7 —1 61g+gs = -3-| 7 -1 6 go+ 93 =
—-10 3 —13 g3 11 0 13 g3+ g1
7 -1

Teorema 2.14 La suma de los productos de los elementos de cualquier fila (columna) de un determinante
por los adjuntos de los elementos correspondientes de una fila (columna) paralela es igual a cero.

Demostracién
Sea

ail a2 - QAip
a1 Qg2 - Ap
A Ao e

D=| T Teo T
ag1 Qg2 Gkn
Apnl Ap2 - Gpp

Sustituyendo la fila k-ésima por la fila i-ésima, definimos el determinante D; y aplicando las propiedades
su valor es cero:

ai; aig - A1n
as; a2 - a2n,
WL a; e
Dy=| 71 72 0 T=0
air Q2 - Qip
Gpl Gp2 -*°  dnn
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Determinantes 2.5 Aplicaciones de los determinantes

Desarrollando el determinante D; por la fila k-ésima:

ari - Ak +agi - Aok + -+ api - Apg, =0

2.5. Aplicaciones de los determinantes

2.5.1. Calculo de la matriz inversa

Sea A € M, (K) llamamos matriz adjunta de A y la denotamos por A* a la traspuesta
de la matriz que tiene por elementos los adjuntos de cada uno de los elementos de la matriz A.

All A21 Anl
ar= | Az Az o Aw
Aln A2n Ann

Teorema 2.15 VA € M, (K) se verifica que A- A* = A* - A= |A|- I,

Demostracion
a1 a2 -+ Qin A Ay -0 Ap
A AF — ag ag ccr agm | [ Az A o Apg | _
apl Ap2 - Qpp Aln A2n ce Ann

n n
E ay; - Ani E ay; - Ag; - E a1 - Ap;
1 1

—~
~

n n n
E ag; - Ari E agi - Ag; - E ag; - Ap;
1 1 1

n n
E Ap; - Ay E Qp; - Ag; -+ E Qpi - Apj
1 1

Al 0 - 0
|0 AR 0 g,
0 0 - A

(1): Aplicando los teoremas 5.13 y 5.14.

Teorema 2.16 Sea A € M,,(K) posee inversa si y sélo si |A| # 0 y entonces A~! = %

Demostracion

=) Por hipétesis la matriz A posee inversa, aplicando la definicién: 3A=! tal que A- A~ = A=1. A =1,
entonces |A- A7l = |A~!. A| = |I,| Aplicando el teorema (5.10) |A|-|A~1| = |A71|-|A| = 1 si el producto de

dos elementos del cuerpo K es no nulo entonces los factores tampoco lo son: [A| # 0y A1 = ﬁ = |A|7!

<= ) Aplicando el teorema anterior y la hipétesis |A| # O:
A
A

A A=A A=A I, = A- I,

*
Aplicando la definicién de matriz inversa A es invertible y su inversa es A~! = |AT|

Departament de matematiques -16- Institut Joan Ramon Benapres



Determinantes 2.5 Aplicaciones de los determinantes

Una matriz cuadrada es regular si su determinante es no nulo.

Una matriz cuadrada es singular si su determinante es nulo.

2.5.2. Rango de una matriz

Sea A € Mpxn(R) y k <m, k <n, consideramos en la matriz k filas y k columnas
cualesquiera. Con dichos elementos se forma un determinante de orden k. Todos estos determinantes reciben
el nombre de menores de orden k de la matriz A

En una matriz de orden m x n se pueden formar Cy, j - C,,  menores de orden k.
Ejercicios

3 2 1 2
Sea A= 2 0 —1 1 | & Msx4(R)
0 4 5 1

s Menores de orden 1: Cy; - C31 = 12, cada uno de los elementos de la matriz.

= Menores de orden 2: Cy9-C32 =6-3 = 18:

3 2 3 2 31 31 3 2 3 2

2 0 0 4 2 -1 05 2 1 0 1
2 1 2 1 2 2 2 2 12 1 2
0 -1 45 0 1 4 1 -1 1 5 1
2 0 2 -1 2 1 0 -1 0 1 -1 1
0 4 0 5 0 1 4 51 41 5 1

3 2 1 3 2 2 3 1 2 2 1 2
2 0 -1 2 01 2 -1 1 0 -1 1
0 4 5 0 4 1 0 5 1 4 51

Todos los menores de orden 3 son nulos, basta calcular los determinantes y no todos de orden 2 lo son, por

ejemplo: = —4.

3 2
20

Se llama rango de una matriz A al orden mdzrimo de sus menores no nulos. Se denota
por r(A) o rang A.

En el ejemplo, el rang(A)=2. El célculo del rango de una matriz aplicando su definicién es tedioso y
complicado.

| Transformaciones elementales en una matriz:

» Intercambiar dos filas (columnas).
= Multiplicar (dividir) una fila (columna) por un nimero no nulo.

= Sumar a todos los elementos de una fila (columna) los elementos correspondientes de una fila (columna)
paralela multiplicada por un mismo numero.

Teorema 2.17 El rango de una matriz no cambia al efectuar transformaciones elementales.

| Consecuencia:
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Determinantes 2.5 Aplicaciones de los determinantes

Toda matriz puede ser reducida mediante transformaciones elementales a la forma

donde en la "diagonal principal” aparecen r unidades, mientras que los restantes elementos son
cero. Aplicando la definiciéon de rango, el rango de la matriz es r.

Teorema 2.18 Si el rango de la matriz A es r entonces en la matriz existen r filas (columnas) linealmente
independientes.

Demostracion
Sea
all a12 .« .. “ . aln
a a .« o o o o a
A= | bt T
aAml aAm2 -+ " Omn

tal que rang(A) = r. Sin perder generalidad, supondremos que :

€1 |a11 a2 --- air
e a a a

D= "L T A0
€r | Ar1 Qr2 - Gpp

vy queremos demostrar que las r—primeras filas son 1.i.

Por reduccién al absurdo: supongamos que son l.d., por definicién, existira, al menos una de ellas, que se
) b b b

expresara como c.l. de las restantes:

er=Q1-€+ag-e2+ -+ Qr_1-€r_1

entonces aplicando las propiedades de los determinantes D = 0. Contradice la hipoétesis que el rango de la
matriz sea r, todos los menores de orden r serian cero. Por lo tanto existen r filas de la matriz L.i.

Corolario 2.1 El nimero mdzimo de filas linealmente independientes es igual al numero mdxrimo de co-
lumnas linealmente independientes.

Corolario 2.2 Un determinante es igual a cero si y sdlo si sus filas (columnas) son linealmente depen-
dientes.

Ejercicios

Calcular el rango de la matriz A:

f1<3 12) fl_f2<1
A = fr | 2 -1 1 |~ f 2 -
f3 O 5 1 f3 0

fi—fa 1 2
~  fo+(=2)(f1 — f2) 0 —4 -
0 4
1
0
0

= o N

3

J1— [
~ fa+ (=2)(f1 = f2) (
fs+ fa+ (=2)(f1 = f2)
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Determinantes 2.5 Aplicaciones de los determinantes

La matriz que se obtiene por transformaciones elementales tiene dos filas 1.i., implica que el rango de la
matriz A es 2.

| Observaciones:

m Al efectuar transformaciones elementales se puede trabajar indistintamente por filas y
columnas.

= En la practica para calcular el rango de una matriz se emplean los dos métodos, el de
menores y el de filas (columnas) linealmente independientes.

Ejercicios

Calcular el rango de la matriz A, en funcién del pardmetro A:

A 11
A= 1 X 1
11 A

La matriz A es una matriz cuadrada de orden 3, por lo tanto su rango maximo es igual a 3 si su determinante
es distinto de cero.

AL g [ A2 A2 A2,
1A 1| ¥ A 1|2
1 1 A 1 1 A
111 11 1

:()\+2)-‘1 A 1‘ D A+2)-/0 A=1 0 [=(\+2)-(A-1)?
11 A 0 0 A—1

(1): La primera fila se obtiene sumando las tres filas.
(2): El factor (A + 2) multiplica a todos los elementos de la primera fila.
(3): Se hacen ceros en los elementos ag; y as;

Al=(A+2)- V=12 =0<= A= 2yr=1

‘Estudio del rango de la matriz‘

1. SiA e R\ {—2,1} entonces el rango de A es 3.

1 11 1 11
11 1])~(000
1 11 0 00

por lo tanto la matriz posee una fila 1.i. es decir su rango es 1 6 todos los menores de orden 2 son cero
y al menos uno de orden 1 es no nulo.

-2 1 1 -2 11
1 -2 1 |~ 1 -2 1
1 1 -2 0 0 0

la matriz A tiene dos filas 1.i., es decir, su rango es 2 o existe, al menos, un menor de orden 2 no nulo,
-2 1
1 —2|=3

2. Si A =1 entonces:

3. Si A = —2 entonces:

por ejemplo :
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